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Chapitre 1

Introduction

Pour résoudre l’équation de Laplace ∆u = 0 sur un domaine Ω, on peut chercher à minimiser
∫

Ω
|∇u|2. Mainte-

nant, on peut faire de même pour une applications u :M→N où (M, g) et (N , h) sont deux variétés riemanniennes
avec N compacte : on cherche à minimiser L(u) :=

∫
M |du(x)|2dvolg(x) où |du(x)| est la norme de Hilbert-Schmidt

de du(x) : TxM→ Tu(x)N , en coordonnées locales |du(x)|2 = gαβ(x)hij(u(x))∂αu
i(x)∂βu

j(x) (avec la convention
d’Einstein).

Afin d’étudier la régularité des solutions de l’équation d’Euler-Lagrange associée, il est plus simple de plonger
isométriquement N dans un RN (par le théorème de Nash). Si A est la seconde forme fondamentale, l’équation
∆u = 0 est alors remplacée par ∆gu+A(u)(∇u,∇u) = 0, qui se lie en coordonnées

∀i ∈ [[1, N ]],
1√

det(g)
∂α(gαβ

√
det(g)∂βu

i) +Aijk(u)∇uj · ∇uk = 0

Dans le cas où dimM = 1, i.e.M⊂ R, il s’agit de l’équation des géodésiques :

∀i ∈ [[1, N ]], (ui)′′ +Aijk(uj)′(uk)′ = 0

Dans le cas où dimM ≥ 2, on obtient un système non-linéaire dont a priori, la régularité ne va pas de soit. En
effet, on cherche à minimiser

∫
|du|2 donc on suppose u de classe W 1,2 mais alors ∇uj · ∇uk est L1 et on obtient

∆u ∈ L1. La théorie classique des EDPs elliptiques ne permet pas un argument de bootstrap.

Une manière de remédier à cette non linéarité du type |∇u|2 est de chercher des lois de conservation, i.e. de
chercher des équations du type div(f(x, u)∇u) = 0. Ces équations donnent des formulations faibles plus agréables
à manipuler. Pour en trouver, on peut s’aider des symétries : le théorème de Noether assure l’existence de telles
relations dès queM ou N possède certaines symétries, par exemple si N = Sn−1 (cas qui sera étudié à part).

Dans le cas général, l’idée de Hélein [1] est de chercher une base de TuN dans laquelle l’équation des applications
harmoniques s’exprime bien. Cela conduit à la notion de repère (ou de jauge) de Coulomb et l’on retrouve des lois de
conservation venant de l’action de SOn(R) sur l’ensemble des bases orthonormées de Rn, ce qui revient à appliquer
le théorème de Noether dans un cadre un peu différent.
Rivière [2] remarque que dans cette base bien particulière, le système s’écrit alors sous la forme ∆ui = Ωij · ∇uj

avec Ωij = −Ωji et cette anti-symétrie permet de conclure.

Dans le cas où dimM = 2, on remarque que L est conformément invariant : pour tout difféomorphisme conforme
φ :M→M,

∫
|d(u◦φ)|2dvolg =

∫
|du|2dvolg. De manière générale, en dimension 2, Grüter [3] a montré que l’équa-

tion d’Euler-Lagrange associée à un lagrangien quadratique invariant conforme est un mélange entre l’équation des
applications harmoniques et l’équation des surfaces à courbure moyenne prescrite ∆u = 2H∂xu× ∂yu. La méthode
de Rivière s’adapte parfaitement à ce cas aussi. Cela permet de répondre à la conjecture de Heinz-Hildebrandt :
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tout point critique d’un lagrangien quadratique invariant conforme est Hölder continu. Ces points critiques sont en
fait, aussi régulier que le permettentM et N .

Remerciements : Je remercie Paul Laurain pour m’avoir orienté vers ce sujet remarquable ainsi que pour sa
disponibilité et ses très nombreuses explications.
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Chapitre 2

Applications harmoniques

Cette partie vient de [1]. Soit (M, g) une variété riemannienne.
En coordonnées locales (x1, · · · , xm) surM, la métrique s’écrit gαβ = g(x)( ∂

∂xα ,
∂
∂xβ

), on note g−1 := (gαβ)α,β∈[[1,m]]

la matrice inverse de (gαβ)α,β∈[[1,m]] et le laplacien surM est alors donné par

∀φ ∈ C2(M), ∆gφ :=
1√

det(g)

∂

∂xα

(√
det(g)gαβ∂βφ

)
où on a utilisé la convention d’Einstein : on somme sur les indices répétés.

Une application lisse φ définie sur un ouvert Ω ⊂M à valeurs dans R est dite harmonique si ∆gφ = 0 sur Ω.

Definition 2.0.1 :

A une métrique g, on peut lui associer une forme volume dvolg :=
√

det(g)dx1 · · · dxm. Pour toute application
lisse φ définit sur un ouvert Ω ⊂M, on considère son intégrale de Dirichlet

E(Ω,g)(φ) :=

∫
Ω

|dφ|2dvolg

Maintenant si ψ ∈ C∞c (Ω;R) et t ∈ R, on a

E(Ω,g)(φ+ tψ) =t→0 E(Ω,g)(φ)− t
∫

Ω

ψ∆gφ dvolg +O(t2)

On remarque alors qu’une application harmonique est un point critique de l’énergie de Dirichlet.
Maintenant prenons (N , h) une autre variété riemannienne. Pour l’étude que l’on fera par la suite, on considérera
que N est plongée dans une RN . On définit alors de la même manière la fonctionnelle de Dirichlet

∀u ∈ C1(M;N ), E(M,g)(u) =
1

2

∫
M
|du(x)|2dvolg(x)

avec en coordonnées locales, |du(x)|2 = gαβ(x)hij(u(x))∂αu
i(x)∂βu

j(x) = gαβ 〈∂αu, ∂βu〉h.

Une application u ∈ C2(M;N ) est harmonique si ∀x ∈ M, ∆gu(x) ⊥ Tu(x)N , i.e. en notant A la seconde forme
fondamentale de N ⊂ RN ,

∆gu+A(u)(∇u,∇u) = 0

Definition 2.0.2 :
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L’équation se lit ∀i, ∀x, ∆gu
i(x) + gαβ(x)Aijk(u(x))∂αu

j(x)∂βu
k(x) = 0.

Une manière d’obtenir l’existence de solutions faibles non constantes est de chercher à minimiser l’intégrale de
Dirichlet parmi une classe de fonctions en fixant une condition au bord d’un domaine, ou alors en cherchant un
minimiseur parmi toutes les fonctions homotopes à une application donnée non homotope à un point.

2.1 Solutions faibles
La question est alors d’étudier la régularité des solutions de cette équation. L’équation étant non linéaire, il y a

plusieurs manière de définir une solution faible. On en définit ici quelques unes.

2.1.1 Applications faiblement harmoniques
On suppose N compacte plongée isométriquement de manière C2 dans RN . On fixe δ > 0 tel qu’il existe une

projection P : VδN → N de classe C1 où VδN est le voisinage tubulaire de N de rayon δ.

Une fonction u ∈ H1(M;N ) est dite faiblement harmonique si

∀v ∈ H1
0 (M;N ),

d

dt |t=0
E[P (u+ tv)] = 0

Definition 2.1.1 :

Soit u ∈ H1(M;N ) faiblement harmonique. Alors u vérifie

(i) −∆u ⊥ TuN faiblement, i.e. si v ∈ H1
0 (M;Rn) ∩ L∞(M;RN ) vérifie pour presque tout x ∈ M,

v(x) ∈ Tu(x)N alors ∫
M
gαβ(x) 〈∂αu, ∂βv〉RN dvolg(x) = 0

(ii) Faiblement :
∆gu+ gαβA(u)(∂αu, ∂βu) = 0

i.e. pour tout v ∈ H1
0 (M;Rn) ∩ L∞(M;RN ),∫
M
−gαβ(x) 〈∂αu, ∂βv〉+ gαβ(x) 〈A(u)(∂αu, ∂βu), v〉 dvolg(x) = 0

Proposition 2.1.2 :

Démonstration. Soit v ∈ H1
0 (M;Rn) ∩ L∞(M;RN ) vérifiant pour presque tout x ∈M, v(x) ∈ Tu(x)N .

Pour t > 0, notons P (u+ tv) = u+ twt où wt =
∫ 1

0
∂P
∂yi (u+ stv)vi ds. Donc

E[P (u+ tv)] =

∫
M
|du+ tdwt|2 =

t→0
E(u) + t

∫
M
〈du, dwt〉+ o(t)

Donc l’hypothèse u faiblement harmonique donne∫
M
〈du, dw0〉 = 0
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Avec pour tout β ∈ [[1,dimM]],

∂βw0 = ∂β

[∫ 1

0

∂P

∂yi
(u)vi ds

]
= ∂β [dP (u) · v] = ∂βv

car v ∈ TuN presque partout donc dP (u) · v = v et (i) suit.
Maintenant, si l’on oublie l’hypothèse v ∈ TuN presque partout, il reste

gαβ 〈∂αu, ∂βw0〉 = gαβ 〈∂αu, ∂β [dP (u)] · v + dP (u) · ∂βv〉
= gαβ 〈∂β [dP (u)] · ∂αu, v〉+ gαβ 〈∂αu, ∂βv〉 car ∂β [dP (u)] est un opérateur symétrique
= gαβ

〈
−∂β [dP⊥(u)] · ∂αu, v

〉
+ gαβ 〈∂αu, ∂βv〉 car id = dP (u) + dP⊥(u) et ∂βid = 0

= −gαβ 〈A(u)(∂αu, ∂βu), v〉+ gαβ 〈∂αu, ∂βv〉

d’où (ii).

On vérifie que la notion d’application faiblement harmonique ne dépend pas du choix du plongement N ↪→ RN :

Soit J1 : (N , h) → N1 ⊂ RN1 et J2 : (N , h) → N2 ⊂ RN2 deux immersions isométriques de classe C2 de

(N , h). Soit Φ : RN1 → RN2 une extension de classe C2 de J2 ◦ J−1
1 telle que Φ =

{
J2 ◦ J−1

1 sur N1

0 sur (V2δN1)c

Alors u ∈ W 1,2(M;N1) est faiblement harmonique si et seulement si Φ ◦ u ∈ W 1,2(M;N2) est faiblement
harmonique.

Proposition 2.1.3 :

Démonstration. Quitte à voire RN1 et RN2 comme des sous espaces de Rmax(N1,N2), on peut supposer N1 = N2. Il
suffit de montrer que si Φ ◦ u est faiblement harmonique, alors u l’est aussi.
Prenons u ∈W 1,2(M;N ) et supposons Φ ◦ u ∈W 1,2(M;N2) faiblement harmonique.
Soit v ∈W 1,2

0 (M;RN ) et t ∈ R suffisamment petit pour que u+ tv ∈ VδN1 presque partout.
Notons ut := P (u+ tv). Alors dΦut : TutN1 → TΦ(ut)N2 est une isométrie et donc

|dΦut [d(P (u+ tv))] |2 = |d(P (u+ tv))|2 presque partout

Or Φ ◦ P = Φ sur VδN1 donc

|d (Φ(u+ tv))) |2 = |d(P (u+ tv))|2 presque partout

Notons wt :=
∫ 1

0
∂Φ
∂yi (u + stv)vids ∈ W 1,2

0 ∩ L∞(M;RN ) de sorte que Φ(u + tv) = Φ(u) + twt. Calculons alors
l’intégrale de Dirichlet :

E(M,g)(P (u+ tv)) =
1

2

∫
M
|d(P (u+ tv))|2dvolg

=
1

2

∫
M
|d (Φ(u+ tv))) |2dvolg

=
t→0

1

2

∫
M
|d(Φ ◦ u)|2dvolg + t

∫
M
gαβ 〈∂α(Φ ◦ u), ∂βwt〉 dvolg +O(t2)

Donc
d

dt |t=0
E(M,g)(P (u+ tv)) =

∫
M
gαβ 〈∂α(Φ ◦ u), ∂βw0〉 dvolg

Et w0 = ∂Φ
∂yi (u)vi = dΦu(v) ∈ TΦ(u)N2. Comme Φ ◦ u est faiblement harmonique, le lemme précédent donne que

cette intégrale vaut 0 et u est faiblement harmonique

Dans le cas où N possède des symétries, on obtient des lois de conservation par le théorème de Noether :
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Soir X un champ de vecteurs lipschitz sur N qui génère un flot d’isométrie (champ de Killing). Alors pour
tout u ∈ H1(M;N ) faiblement harmonique le champ de vecteur surM

J = Jα
∂

∂xα
= gαβ

√
det(g) 〈X(u), ∂βu〉

∂

∂xα

est faiblement de divergence nulle, i.e.

∀φ ∈ H1
0 (M;R) ∩ L∞(M;R),

∫
M
gαβ 〈X(u), ∂βu〉 ∂αφ dvolg = 0

Théorème 2.1.4 : Noether

Démonstration. On se place en coordonnées locales sur un domaine Ω et on considère φ ∈ C∞c (Ω;R). Alors

E(expu(tφX(u))) =
t→0

E(u+ tφX(u) + o(t))

=
t→0

∫
Ω

|du+ td(φX(u)) + o(t)|2

=
t→0

E(u) + t

∫
Ω

gαβ 〈∂αu, ∂β(φX(u))〉+ o(t)

=
t→0

E(u) + t

∫
Ω

gαβ [∂βφ 〈∂αu,X(u)〉+ φ 〈∂αu, ∂β(X(u))〉] + o(t)

Comme X est un champ de Killing, dX est anti-symétrique et

gαβ 〈∂αu, ∂β(X(u))〉 = gαβ 〈∂αu, dX(u) · ∂βu〉 = −gαβ 〈dX(u) · ∂αu, ∂βu〉

Par conséquent, cette quantité est nulle et l’hypothèse u faiblement harmonique donne que

0 =
d

dt |t=0
E(expu(tφX(u))) =

∫
Ω

gαβ∂βφ 〈∂αu,X(u)〉

En particulier, pour des application à valeurs dans Sn, on obtient :

Dans Sn, l’équation se réécrit −∆u = u|du|2 et le théorème de Noether donne div(ui∇uj − uj∇ui) = 0.

Théorème 2.1.5 :

Démonstration. On choisit pour X la multiplication par des matrices anti-symétriques (c’est l’algèbre de Lie du
groupe des rotations) : on pose Ei,j la matrice avec un 1 en position (i, j) et des 0 ailleurs, et X : x ∈ Rn+1 7→
(Ei,j − Ej,i)x. De sorte que

0 = div(〈(Ei,j − Ej,i)u,∇u〉) = div(uj∇ui − ui∇uj)

2.1.2 Applications faiblement Noether harmoniques
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Une application u ∈ H1(M;N ) est dite faiblement Noether harmonique si et seulement si pour toute famille de
difféomorphismes de M, (Φt)t∈R dépendant de t de manière C1 et telle que Φt = idM en dehors d’un compact
deM (indépendant de t) et Φ0 = idM, on a

d

dt |t=0
E(u ◦ Φt) = 0

Definition 2.1.6 :

On a également une loi de conservation pour les applications faiblement Noether harmoniques :

Une application u ∈ H1(M;N ) est faiblement Noether harmonique si et seulement si son tenseur énergie-
impulsion

Sαβ :=
1

2
|du|2gαβ − 〈∂αu, ∂βu〉

a une dérivée covariante faiblement nulle, i.e. pour tout champ de vecteur X de classe C1
c ,∫

M
(LXg

])αβSαβdvolg = 0

Théorème 2.1.7 : Noether

Démonstration. Soit X un tel champ de vecteurs et considérons (Φt)t∈R son flot. Commençons par remarquer que

E(M,g)(u ◦ Φt) =

∫
M
|dx(u ◦ Φt)|2u◦Φt(x)dvolg(x) =

∫
M
|dΦ−t(y)(u ◦ Φt)|2u◦Φt◦Φ−t(y)dvolΦ∗−tg(y) = E(M,Φ∗−tg)

(u)

De plus la définition de la dérivée de Lie

(LXg)(x) = lim
t→0

1

t
[Φ∗t g(x)− g(x)]

donne Φ∗−tg =t→0 g − tLXg + o(t) et par conséquent

det(Φ∗−tg) =t→0 det(g) det(I − tg−1(LXg) + o(t)) = det(g)(1 + trg(LXg) + o(t))

Il suit

E(M,Φ∗−tg)
(u) =t→0

∫
M

(gαβ − t(LXg−1)αβ) 〈∂αu, ∂βu〉
√

det(g)
√

1− tgab(LXg)ab dx+ o(t)

=t→0

∫
M
gαβ 〈∂αu, ∂βu〉 dvolg − t

∫
M

(LXg
−1)αβ 〈∂αu, ∂βu〉 −

gαβ

2
〈∂αu, ∂βu〉 gab(LXg)ab dvolg + o(t)

Or 0 = LX(gαβgαβ) = (LXg
−1)αβgαβ + gαβ(LXg)αβ et par conséquent,

E(M,g)(u ◦ Φt) = E(M,Φ∗−tg)
(u) =t→0 E(M,g)(u)− t

∫
M

(LXg
−1)αβ

(
|du|2

2
gαβ + 〈∂αu, ∂βu〉

)
dvolg + o(t)

Comme la dérivée en t = 0 du membre de gauche est nulle (u faiblement Noether harmonique), le résultat suit.

2.1.3 Applications minimisantes
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Une application u ∈ H1(M;N ) est minimisante si pour tout x ∈M il existe Kx ⊂M compact tel que pour tout
v ∈ H1(M;N ) vérifiant v = u presque partout surM\Kx, E(v) ≥ E(u).

Definition 2.1.8 :

2.1.4 Applications faiblement stationnaires

Une application u ∈ H1(M;N ) est dite faiblement stationnaire si elle est à la fois faiblement harmonique et
faiblement Noether harmonique.

Definition 2.1.9 :

2.2 Compacité par compensation des applications harmoniques à va-
leurs dans la sphère

On peut se demander si, étant donné une suite d’applications faiblement harmoniques (un)n∈N convergeant
faiblement dans H1(M;Sn) vers certaine une fonction u ∈ H1(M;Sn), la limite u est également harmonique. Si
l’on examine l’équation telle quelle : ∆u + |du|2u = 0, il n’y a pas de raison pour que ce soit vrai. En effet, même
si on peut supposer que (un)n converge fortement dans L2 (par Rellich-Kondrakov) vers u, il n’est pas clair que
(|dun|2un)n converge fortement vers |du|2u.
Une première application des lois de conservation est de surmonter ce problème dans le cas N = Sn :

Soit (uk)k∈N ∈ H1(M;Sn) telle que ∆uk + |duk|2uk = 0 dans D′(M) et uk ⇀ u dans H1(M;Sn). Alors u est
faiblement harmonique.

Théorème 2.2.1 :

Démonstration. On applique le théorème de Noether : pour tout α ∈ H1
0 (M; son+1) ∩ L∞(M; son+1),∫

M
〈dα, uk × duk〉 dvolg = 0

Soit Ω ⊂ M un ouvert borné et on suppose supp(α) ⊂ Ω. Le théorème de Rellich Kondrakov, dit que quitte à
extraire une sous-suite, (uk)k∈N converge fortement vers un certain u ∈ L2(Ω;Rn+1) (et même presque partout
quitte à extraire encore et donc u est bien à valeurs dans Sn). Ainsi (uk × duk)k∈N converge faiblement dans
L1(Ω; son+1) : on peut passer à la limite dans l’égalité précédente pour avoir∫

M
〈dα, u× du〉 dvolg = 0

Vérifions que u est bien une application faiblement harmonique. Prenons φ ∈ H1
0 (M;Rn+1) ∩ L∞(M;Rn+1).∫

M
〈dφ, du〉 − 〈u, φ〉 |du|2 dvolg =

∫
M
〈du, d(φ− 〈u, φ〉u)〉 dvolg

=

∫
M
〈u, u〉 〈du, d(φ− 〈u, φ〉u)〉 − 〈u, d(φ− 〈u, φ〉u)〉 · 〈u, du〉 dvolg

=

∫
M
〈u× du, u× d(φ− 〈u, φ〉u)〉 dvolg

=

∫
M
〈u× du, d(u× φ)〉 dvolg

car 〈u× du, du× (φ− 〈u, φ〉u)〉 = 〈u, du〉 · 〈du, φ− 〈u, φ〉u〉 − 〈u, φ− 〈u, φ〉u)〉 〈du, du〉 = 0

= 0 en prenant α = u× φ
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2.3 Continuité implique régularité
Un résultat général dont la démonstration est en annexe, section A.6, permet de démontrer :

Toute fonction harmonique continue est lisse.

Théorème 2.3.1 :

On donne le plan de la preuve :

Une fonction harmonique vérifie en coordonnées un système de la forme ∂α(Bαβij ∂βu
i) = fj(x, u,∇u) où Bαβij =

gαβ
√

det(g)δij et fj(x, u, p) = −
√

det(g)δijA
i
kl(u)gαβ(x)pαkpβl. En particulier, |fj(x, u, p)| ≤ C|p|2.

En comparant u à la solution v de ∂α(Bαβij ∂βv
i) = 0 sur une boule, v = u au bord de cette boule, on obtient grâce

aux estimations de Morrey présentées en section 4.4, que u est hölderienne, puis que ∇u aussi.
Par conséquent, le second membre A(u)(∇u,∇u) est localement L2 car continue. Les estimations de Schauder

permettent alors un argument de bootstrap.

Pour conclure à la régularité des applications harmoniques, il suffit donc de montrer leur continuité. Comme il
est plus aisé d’obtenir des estimations intégrales, on montrera en fait la continuité locale hölderienne. Il suffit donc
de se considérer des applications définis sur un ouvert de Rn.
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Chapitre 3

Lagrangiens quadratiques invariant
conformes

En considérant des applications définient sur le disque D2, on remarque que l’énergie de Dirichlet est invariante
par le groupe de Möbius. Plus généralement, on décrit ici les applications conformes ainsi que les lagrangiens
possédant la propriété d’être invariante par transformation conforme.
Cette présentation vient de [2].

3.1 Transformations conformes

Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes, u :M→N de classe C1. On dit que u est conforme si en
tout p ∈M, dup est une composée d’isométries et de dilatations de TpM→ dup(TpM), i.e.

∀p ∈M, ∀X,Y ∈ TpM, 〈dup(X), dup(Y )〉h |X|g|Y |g = |dup(X)|h|dup(Y )|h 〈X,Y 〉g

Definition 3.1.1 :

Soit A ∈Mm,n(R) \ {0}. Alors

[∀x, y ∈ Rm, 〈x, y〉Rm = 0⇒ 〈Ax,Ay〉Rn = 0]⇔
[
∃λ ∈ R, ∀x, y ∈ Rm, 〈Ax,Ay〉Rn = e2λ 〈x, y〉Rm

]
Lemme 3.1.2 :

Démonstration. Supposons que ∀x, y ∈ Rm, 〈x, y〉Rm = 0⇒ 〈Ax,Ay〉Rn = 0.
Pour x ∈ Rm \ {0} et posons

∀y ∈ Rm, Lxy := 〈Ax,Ay〉Rn −
|Ax|2Rn
|x|2Rm

〈x, y〉Rm

Alors Lxx = 0 et Lx(Vect(x)⊥) = {0}. Donc Lx = 0. Par conséquent,

∀x, y ∈ Rm \ {0}, |Ax|2Rn
|x|2Rm

〈x, y〉Rm = 〈Ax,Ay〉Rn =
|Ay|2Rn
|y|2Rm

〈x, y〉Rm

12



Soit x, y ∈ Rm \ {0}. Si 〈x, y〉 6= 0, on obtient |Ay|
2
Rn

|y|2Rm
=
|Ay|2Rn
|y|2Rm

.

Dans le cas contraire, on pose z = x+y
2 et on obtient 〈x, z〉 6= 0 et 〈y, z〉 6= 0. Par ce qui précède, |Ax|

2
Rn

|x|2Rm
=
|Az|2Rn
|z|2Rm

=

|Ay|2Rn
|y|2Rm

.

Donc la quantité |Ax|
2
Rn

|x|2Rm
est indépendante de x ∈ Rm \ {0}, on l’écrit sous la forme eλ pour un certain λ ∈ R.

Le sens réciproque est clair.

On en déduit :

Une application u ∈ C1(M;N ) non constante est conforme si et seulement s’il existe λ ∈ C0(M;R) vérifiant

∀p ∈M, ∀X,Y ∈ TpM, 〈dup(X), dup(Y )〉h = e2λ(p) 〈X,Y 〉g

Lemme 3.1.3 :

En particulier, ∀i, |∂iu| = eλ et ∀i 6= j, 〈∂iu, ∂ju〉 = 0.
En dimension 2, les applications conformes sont les fonctions holomorphes et anti-holomorphes. En dimension

supérieure ou égale à 3, les applications conformes sont les composées de translations et rotations ainsi que trans-
lations et renversements (cf [2], théorème II.1).

Soit U ⊂ C un domaine connexe de C et u ∈ C1(U ;C). Alors u est conforme si et seulement si ∂zu :=
1
2 (∂xu− i∂yu) = 0 sur U ou bien ∂z̄u := 1

2 (∂xu+ i∂yu) = 0 sur U .

Proposition 3.1.4 :

Démonstration. Notons u = u1 + iu2 avec u1, u2 ∈ C1(U ;R),

(∂zu)(∂zū) = 〈∂zu, ∂z̄u〉 =
1

4
[∂xu

1 + ∂yu
2 + i(∂xu

2 − ∂yu1)][(∂xu
1 − ∂yu2)− i(∂yu1 + ∂xu

2)]

=
1

4

[
|∂xu|2 − |∂yu|2 − 2i

〈
∂x

(
u1

u2

)
, ∂y

(
u1

u2

)〉]
Donc u est conforme si et seulement si u est holomorphe ou anti-holomorphe.

Dans le cas dimM = 2, on remarque que si u : M → N est une application conforme alors son tenseur
énergie-impulsion est nul. La condition d’être Noether harmonique signifie que l’image est paramétrée de manière
"harmonique".

Regardons l’effet d’une transformation conforme sur l’intégrale de Dirichlet en dimension 2.
Soit (M, g) et (M′, g′) deux surfaces riemanniennes, Ω ⊂ M et Ω′ ⊂ M′ deux ouverts et T : Ω → Ω′ un
difféomorphisme conforme. Il existe λ : Ω→ R telle que

∀x ∈ Ω, e2λ(x)gαβ(x) = g′ij(T (x))∂iTα(x)∂jTβ(x)

Donc
∀x ∈ Ω, e2λ(x)g′ij(T (x)) = gαβ(x)∂iTα(x)∂jTβ(x)

Donc pour tout φ ∈ C1(Ω′;R), x ∈ Ω,

gαβ(x)∂α(φ ◦ T )(x)∂β(φ ◦ T )(x) = gαβ(x)∂iφ(T (x))∂iTα(x)∂jφ(T (x))∂jTβ(x)

= e2λ(x)g′ij(T (x))∂iφ(T (x))∂jφ(T (x))
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Si l’on regarde la forme volume : en écriture matricielle, on a e2λ(x)g(x) = (dT (x))T g′(T (x))dT (x) et par conséquent,
comme |det(dT )| = |∇⊥T1 · ∇T2| = |∇T1|2 = e2λ (T est conforme, avec ∇⊥ = (−∂2, ∂1)),

e2λ(x)
√

det g(x) = |det dT (x)|
√

det g′(T (x)) = e2λ(x)
√

det g′(T (x))

Et par conséquent, E(Ω,g)(φ ◦ T ) = E(Ω′,g′)(φ).

3.2 Lagrangiens invariants conformes
On considère un lagrangien de la forme

L(u) =

∫
D2

l(u,∇u)dxdy

où l : Rm×(R2⊗RN )→ R vérifie une condition de coercivité et de "presque quadraticité" C−1|p|2 ≤ l(z, p) ≤ C|p|2.
On suppose que L est invariant conforme : pour tout u ∈ H1(D2;RN ) et toute transformation conforme injective
f : D2 → u(D2),

L(u ◦ f) =

∫
f−1(D2)

l(u ◦ f,∇(u ◦ f)) =

∫
D2

l(u,∇u) = L(u)

Exemples :

i) Etant donné une métrique g = (gij)i,j∈[[1,N ]] ∈ C1(RN ;S++
N (RN )) telle que C−1δij ≤ gij ≤ Cδij sur RN et

‖∇g‖L∞(RN ) <∞. On cherche à minimiser Eg(u) = 1
2

∫
D2 |∇u|2g, dont les points critiques sont les applications

faiblement harmoniques. Si u est conforme, alors u(D2) est une surface minimale de (RN , g). On exhibera en
dernière partie comment les applications harmoniques interviennent dans l’étude des surfaces minimales.

ii) On considère une 2-forme ω dont les coefficients (ωij)i,j∈[[1,N ]] ∈ C1(RN ; soN ) vérifient ‖∇ω‖L∞(RN ) < ∞.
Pour u ∈ H1(D2;RN ), on considère

Eω(u) =
1

2

∫
D2

|∇u|2 + ω(u)(∇u,∇u) dx =

∫
D2

|∇u|2 + ωij(u)∇⊥ui · ∇uj dx

L’équation d’Euler-Lagrange associe est ∆ui − 2Hi
kl(u)∇⊥uk · ∇ul = 0 où H est donné par

∀z ∈ RN , ∀U, V,W ∈ RN , dω(z)(U, V,W ) = 4U ·H(V,W ) = 4

N∑
i=1

U iHi(V,W )

En dimension N = 3 cela se réécrit dω = 4Hdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 et l’équation s’écrit ∆u = 2H(u)∂xu× ∂yu, qui
est l’équation de prescription de la courbure moyenne.
En dimension quelconque si u est une solution conforme à ce système, alors u(D2) est une surface dont le
vecteur de courbure moyenne est, en notant eλ = |∂xu| = |∂yu| le facteur conforme,

eλu∗H =
(
λHi

kl(u)∇⊥uk · ∇ul
)

1≤i≤N

iii) On peut combiner les deux exemples précédents en

Eωg (u) =
1

2

∫
D2

|∇u|2g + u∗ω dx

Et le système devient

∀i ∈ [[1, N ]], ∆ui + Γikl(u)∇uk · ∇ul − 2Hi
kl(u)∇⊥uk · ∇ul = 0

Une solution conforme u définit une surface u(D2) dont le vecteur de courbure moyenne dans (RN , g) est
|∂xu|u∗H.

En fait, il s’agit des seuls possibilités de fonctionnelles quadratiques invariantes conformes :
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Soit l : RN × (R2 ⊗ RN )→ R de classe C1 en la première variable et C2 en la seconde. On suppose que

∃C > 0, ∀z ∈ RN , ∀p ∈ R2 ⊗ RN , C−1|p|2 ≤ l(z, p) ≤ C|p|2

et on note
∀u ∈ H1(D2;RN ), L(u) =

∫
D2

l(u(x),∇u(x))dx

On suppose L invariant conforme : pour toute application conforme φ,

∀u ∈ H1(D2;RN ), L(u ◦ φ) =

∫
φ−1(D2)

l(u ◦ φ,∇(u ◦ φ)) = L(u)

Alors il existe une métrique g sur RN de classe C1 et une 2-forme ω de classe C1 telles que L = Eωg .

Théorème 3.2.1 : Grüter [3]

Démonstration. Soit U ⊂ R2 deux ouverts et φ : U → D2 un difféomorphisme conforme. Alors

∀u ∈ H1(D2;RN ),

∫
D2

l(u(x), dxu · dφ−1(x)φ)
dx

|det(dφ−1(x)φ)|
=

∫
D2

l(u, du)

Par conséquent,

∀(z, p) ∈ RN × (R2 ⊗ RN ), ∀y ∈ U, l(z, pdyφ) = |det(dyφ)|l(z, p) =
1

2
|∇φ(y)|2l(z, p)

En prenant U = BR2(0, |λ|) et φ : x 7→ λx, on trouve

∀λ ∈ R∗, l(z, λp) = λ2l(z, p)

Or l est de classe C2 en p donc on peut passer à la limite λ→ 0 pour avoir l’égalité pour tout λ ∈ R, puis on peut
dériver deux fois et prendre λ = 0 pour obtenir, en notant p = (piα)i∈[[1,N ]],α∈{1,2},

∀(z, p) ∈ RN × (R2 ⊗ RN ), l(z, p) =
1

2
∂2
piαp

j
β

l(z, 0)piαp
j
β

On note alors Aij;αβ(z) = ∂2
piαp

j
β

l(z, 0) et Aij = (Aij;αβ)α,β∈{1,2} et on trouve l’écriture

∀u ∈ H1(D2;RN ), L(u) =
1

2

∫
D2

(∇ui)TAij(u)∇uj =
1

2

∫
D2

Aij;αβ(u)∂αu
i∂βu

j

On considère maintenant U = D2 et φ : x 7→ Rθx où Rθ est la matrice de rotation d’angle θ.

piAij(z)(p
j)T = l(z, p) = l(z, pRθ) = piRθAij(z)R

T
θ (pk)T

Donc Aij = RθAij(z)R
T
θ . En choisissant θ = π/2, on trouve que Aij est de la forme

(
aij −bij
bij aij

)
avec aij =

aji et bij = −bji. L’hypothèse de croissance donne alors que
(
aij 0
0 aij

)
est définie positive et donc définit une

métrique.

Plus généralement, on peut regarder des applications à valeurs dans une variété riemannienne (Nn, g) de classe
C2 (qu’on supposera compact sans bords). On peut plonger N isométriquement dans un RN et on considère encore,
pour une 2-forme ω sur Nn, le Lagrangien

∀u ∈ H1(D2;N ), Eω(u) =
1

2

∫
D2

|∇u|2 + u∗ω dx
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Dont l’équation d’Euler-Lagrange est, en notant A la seconde forme fondamentale de N ⊂ RN .

∆u+A(u)(∂xu, ∂xu) +A(u)(∂yu, ∂yu) = ∆u+A(u)(∇u,∇u) = H(u)(∇⊥u,∇u) = 2H(u)(∂xu, ∂yu)

Le cas ω = 0 correspond aux applications harmoniques.
L’objectif de ce mémoire est de démontrer le théorème suivant :

Les points critiques d’énergie finie d’un Lagrangien invariant conforme à croissance quadratique sont Hölder
continus.

Théorème 3.2.2 : Conjecture de Heinz-Hildebrandt

Comme l’équation d’Euler-Lagrange associée est critique (au sens des injections de Sobolev), la régularité de ne
va a priori pas de soit.
Exemple de non régularité : On considère l’équation ∆u + |∇u|2 = 0, qui est l’équation d’Euler-Lagrange du
Lagrangien (non quadratique)

L(u) =

∫
D2

e2u(x)|∇u(x)|2dx

Dont une solution explicite est u(x) = log log(2/|x|) qui n’est pas lisse.
La question est alors de comprendre ce qui différencie |∇u|2 de A(u)(∇u,∇u).
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Chapitre 4

Quelques points d’analyse

Comme expliqué dans l’introduction, la théorie classique des EDPs elliptiques ne permet pas de conclure quant
à la régularité des applications harmoniques. Il faut donc chercher des outils plus précis. On expose ici quelques
notions utiles pour la suite. Les preuves et constructions non faites ici sont données en annexe.

4.1 Espaces de Lorentz
Toutes les preuves sont faites en annexe, section A.1.

Les espaces de Lorentz sont des raffinements des espaces Lp. Un intérêt particulier est lié aux inégalités de Wente,
que l’on exposera dans la suite.

Un réarrangement d’une fonction f : Ω→ R mesurable est une fonction ayant des sous-niveaux de même mesure.

Soit Ω ⊂ Rm ouvert, f : Ω→ R mesurable. On note df (λ) = |{x ∈ Ω | |f(x)| ≥ λ}|. Le réarrangement décroissant
de |f | est

f∗ :

∣∣∣∣ [0, |Ω|) → R∗+ ∪ {+∞}
s 7→ inf{t ≥ 0 | df (t) ≤ s}

de sorte que f∗ est décroissante et vérifie

∀s ≥ 0, df (s) = df∗(s)

Definition 4.1.1 : Réarrangement

Soit Ω ⊂ Rm un ouvert, p, q ∈ (0,+∞]. L’espace de Lorentz L(p,q)(Ω;R) est l’ensemble des fonctions mesurables
f : Ω→ R telles que

|f |(p,q) :=

[∫ +∞

0

(t1/pf∗(t))q
dt

t

]1/q

=si p<∞ p
1
q

(∫ ∞
0

[
df (s)

1
p s
]q ds

s

) 1
q

< +∞ si q < +∞

|f |(p,∞) := sup
t>0

t1/pf∗(t) = sup
α>0

αdf (α)
1
q < +∞ si q = +∞

Definition 4.1.2 : Espace de Lorentz
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On pose

f∗∗(t) := sup
|E|≥t

1

|E|

∫
E

|f | = sup
|E|≥t

1

|E|

∫ |E|
0

df1E (s)ds

Alors

‖f‖L(p,q)(Ω) :=

{ [∫ +∞
0

(t1/pf∗∗(t))q dtt

]1/q
si q < +∞

supt>0 t
1/pf∗∗(t) si q = +∞

définit une norme sur L(p,q)(Ω) et il existe C > 0 telle que C−1| · |(p,q) ≤ ‖ · ‖L(p,q) ≤ C| · |(p,q).

Les espaces de Lorentz sont des espaces de Banach dont on liste quelques propriétés.
Une inclusion bien pratique : si p ∈ (0,∞] et 0 < q < q′ ≤ ∞ alors L(p,q) ⊂ L(p,q′).
Le calcul des espaces duaux suivant les valeurs de p et q sont donnés en annexe. On utilisera uniquement le fait que
si 1 < p <∞ et 1 ≤ q <∞, (L(p,q))′ = L(p′,q′), pour q =∞ L(p′,1) ( (L(p,∞))′.

On a le théorème d’interpolation suivant (preuve en annexe, théorème A.1.9) :

Sot Ω ⊂ Rm et U ⊂ Rn deux ouverts. Soit 1 ≤ r0 < r1 ≤ ∞ et 1 ≤ p0 6= p1 ≤ ∞ et T un opérateur linéaire
continu dont le domaine contient

⋃
r0≤r≤r1 L

r(Ω) et tel que T : Lr0(Ω) → Lp0(U) et T : Lr1(Ω) → Lp1(U)
soient continues.
Alors pour tout θ ∈ [0, 1] si

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

r
=

1− θ
r0

+
θ

r1

Alors pour tout q ∈ [1,∞], T : L(r,q)(Ω)→ L(p,q)(U) est continu.

Théorème 4.1.3 : Interpolation

Une application :

Soit Ω ⊂ R2 un ouvert C1. A chaque champ de vecteurs g ∈ L1(Ω;R2), on peut associer des fonctions α, β, v
définies sur Ω telles que{

−∆α = −div(g) dans Ω
α = 0 sur ∂Ω

{
−∆β = −div(g⊥) = ∂yg

1 − ∂xg2 dans Ω
β = 0 sur ∂Ω

De sorte que g = ∇α−∇⊥β +∇v et v vérifie −∆v = 0 dans Ω.
On pose P (g) = dα et H(g) = dv.
Pour p ∈ (1,∞), P,H : Lp(Ω;R2)→ Lp(Ω;R2) sont continus. Par le théorème d’interpolation, P,H sont aussi
continus de L(p,q)(Ω;R2)→ L(p,q)(Ω;R2) pour tout p ∈ (1,∞) et q ∈ [1,∞].

Proposition 4.1.4 : Décomposition de Hodge d’un champ de vecteurs

Un exemple d’utilisation pour les applications harmoniques : (preuve en annexe, théorème A.1.10)

Soit u : B2 ⊂ R2 → R harmonique. Alors

∀0 < r < R < 2, ∀p ∈ [1,∞], ∃C = C(r,R, p) > 0, ‖∇u‖Lp(Br) ≤ C‖∇u‖L(2,∞)(BR)

Théorème 4.1.5 :
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Remarques : en examinant la preuve, on voit que

• on peut faire de même avec les dérivées d’ordre supérieur

• on peut contrôler ‖∇u‖Lp(Br) par d’autres normes que ‖∇u‖L(2,∞)(BR) (ex : ‖∇u‖L2(BR2
\BR1

), ‖u‖L1(BR),...) :
quitte à réduire la taille des boules, toutes les normes sont "équivalentes"

Une injection utile :

Pour m ≥ 2, W 1,1(Rm) ↪→ L( m
m−1 ,1)(Rm).

Théorème 4.1.6 :

Démonstration. On considère le cas d’une fonction f ∈ C∞c (Rm) (cet espace est dense dans W 1,1(Rm)). Soit f̃ son
réarrangement symétrique décroissant, i.e. l’unique fonction radiale telle que

∀s ≥ 0, |{x ∈ Rm | |f(x)| ≥ s} = |{x ∈ Rm | f̃(x) ≥ s}|

On note f∗ le réarrangement décroissant de |f | sur [0,∞) et en notant αm := 1
m |S

m−1|, on a f∗(αm|x|m) = f̃(x).
L’inégalité de Polya-Szegö (preuve en annexe, section A.5) donne∫

Rm
|df(x)|dx ≥

∫
Rm
|df̃(x)|dx

≥
∫ +∞

0

∫
Sm−1

−∂rf̃(r)rm−1dσ(x) dr

≥ −|Sm−1|
∫ +∞

0

df̃

dr
rm−1dr

≥ (m− 1)|Sm−1|
∫ +∞

0

f̃(r)rm−2dr

≥ (m− 1)α1/m
m

∫ +∞

0

t
m−1
m f∗(t)

dt

t
avec le changement de variable t = αmr

m

≥ C(m)‖f‖
L

( m
m−1

,1)
(Rm)

Dans le cas critique W 1,2(R2) ne s’injecte pas dans C0(R2) mais si les dérivées sont dans un espace légèrement
plus petit, on obtient :

Soit Ω ⊂ R2 ouvert de classe C1, f ∈ H1(Ω) telle que ∂xf, ∂yf ∈ L(2,1)(Ω).
Alors f est continue et bornée sur Ω.

Théorème 4.1.7 :

Dans la suite, on notera K : (x, y) ∈ R2 7→ −1
2π log

(√
x2 + y2

)
le noyau du laplacien dans R2 : −∆K = δ0 dans

D′(R2). Alors K est dans l’espace BMO(R2) que l’on définira plus bas et

dK = − 1

2πr2
(xdx+ ydy) ∈ L(2,∞)(R2)
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Démonstration. Soit f ∈ C∞c (Ω̄). On peut étendre f en g ∈ C1
c (R2) et l’opérateur d’extension f 7→ g est continu

dans tous les W 1,p pour p ∈ [1,∞] et par le théorème d’interpolation, ‖dg‖L(2,1) ≤ C(Ω)‖df‖L(2,1). Par construction
de g, on a pour tout z ∈ R2,

g(z) = δ0 ∗ g(z) = (−∆K) ∗ g(z) = (∇K) ∗ (∇g)(z)

Il suit |g(z)| ≤ ‖dK‖L(2,∞)(R2)‖dg‖L(2,1)(R2) et donc

‖f‖L∞(Ω) ≤ ‖g‖L∞(R2) ≤ C‖df‖L(2,1)(Ω)

La densité de C∞c (Ω̄) dans W 1,(2,1) donne le résultat.

4.2 Espace de Hardy H1

Le résultat de Calderon-Zygmund dit que pour une fonction u, si ∆u ∈ Lp pour un certain p ∈ (1,∞), alors
u ∈ W 2,p (voir [4]). Mais comme on l’a vu dans l’introduction, on se retrouve dans le cas critique p = 1 et on
ne peut pas conclure que u ∈ W 2,1. En fait on verra que si l’on a mieux : ∆u ∈ H1, alors on peut conclure que
u ∈W 2,1.
On explique ce qu’est cet espace H1 ici, avec les preuves en annexe (section A.4).

L’espace de Hardy H1(Rm) est l’ensemble des fonctions f ∈ L1(Rm) satisfaisant l’une des deux conditions équi-
valents :

• Soit ψ ∈ C∞c (Rm) telle que
∫
Rm ψ = 1, pour t > 0, ψt : x 7→ t−mψ(x/t) et M(f ;ψ) : x 7→ supt>0 |ψt ? f(x)|,

alors M(f ;ψ) ∈ L1(Rm) et
‖f‖H1(Rm) = ‖f‖L1(Rm) + ‖M(f ;ψ)‖L1(Rm)

• On définit la transformée de Riesz de f pour α ∈ [[1,m]] par F(Rαf)(ξ) = −i ξα|ξ|F(f)(ξ). Alors les Rαf sont
dans L1(Rm) et

‖f‖H1(Rm) = ‖f‖L1(Rm) +

m∑
α=1

‖Rαf‖L1(Rm)

Definition 4.2.1 : Espace de Hardy

Des exemples typiques d’élément de H1 sont les fonctions de la forme 〈∇φ,E〉 où φ ∈ W 1,2(Rm;R) et E ∈
L2(Rm;Rm) est un champ de vecteur de divergence nulle. En dimension m = 2, on définit l’opérateur ∇⊥ =
(−∂y, ∂x). Les fonctions de forme jacobienne, i.e.

〈
∇φ,∇⊥ψ

〉
pour φ, ψ ∈ W 2,1(R2;R), sont des éléments de H1

(proposition A.4.18). Les fonctions de la forme
〈
∇φ,∇⊥ψ

〉
c avec c ∈ W 1,2

0 ∩ L∞ sont également dans H1 (propo-
sition A.4.19).

Dans le cas où ∆φ ∈ L1, on a

Soit Ω ⊂ R2 ouvert de classe C1, f ∈ L1(Ω), φ une solution de{
−∆φ = f dans Ω
φ = 0 sur ∂Ω

Alors ∂xφ, ∂yφ ∈ L(2,∞)(Ω) et ‖dφ‖L(2,∞)(Ω) ≤ C(Ω)‖f‖L1(Ω).
Si de plus, f ∈ H1(R2) alors ∂xφ, ∂yφ ∈ L(2,1)(Ω) et ‖dφ‖L(2,1)(Ω) ≤ C(Ω)‖f‖H1(R2) (en particulier, φ est

Théorème 4.2.2 :
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continue bornée). Donc φ ∈W 2,1
0 (Ω) et on a l’estimation ‖φ‖W 2,1 ≤ C(Ω)‖f‖H1 .

Démonstration. Toujours avec la notation K : (x, y) ∈ R2 7→ 1
2π log( 1√

x2+y2
) on a dK ∈ L(2,∞)(R2).

Considérons le cas f ∈ L1(Ω). On étend f par 0 pour obtenir f̂ ∈ L1(R2) et on pose Ψ := K ∗ f̂ . Alors −∆Ψ = f
dans R2 et dΨ = dK ∗ f , comme f ∈ L1(R2) et dK ∈ L(2,∞), on obtient dΨ ∈ L(2,∞)(R2) avec ‖dΨ‖L(2,∞) ≤
‖dK‖L(2,∞)‖f‖L1 . Pour revenir à φ, il suffit de remarquer que dφ = P (dΨ|Ω) où P est défini dans la proposition
4.1.0.4.
Maintenant, si f ∈ H1(R2), 20 donne que Ψ ∈ W 2,1(R2) donc dΨ ∈ W 1,1(R2) ⊂ L(2,1)(R2). L’estimation de la
norme est faite dans la preuve de la proposition A.4.20.

Ceci montre que pour avoir de la continuité, il faut mieux que L1. Une première apparition de H1 dans notre
cadre :

Soit Ω ⊂ Rm ouvert, u ∈ H1(Ω;Sn) faiblement harmonique. Alors pour tout B(x0, r) b Ω, il existe f ∈
H1(Rm;Rn+1) tel que −∆u = f dans B(x0, r).

Lemme 4.2.3 :

Démonstration. Posons βij = ?(uiduj − ujdui). Alors dβij = 0 dans Ω. Comme B(x0, r) est simplement connexe,
il existe B(x0, r) b B′ b Ω une boule et une (m − 2)-forme αij telle que dαij = βij dans B′. Soit χ ∈ C∞c (B′;R)
valant 1 sur B(x0, r). Définissons alors f i ∈ L1(Rm) par{

f idx1 ∧ · · · ∧ dxn =
∑n+1
j=1 d(χuj) ∧ d(χαij) dans B′

f i = 0 dans Rm \B′

En notant d(χαij) =
∑
k Ek(?dxk), alors E est définit un champ de vecteur de divergence nulle. Par suite, f i ∈

H1(Rm) et l’équation −∆u = u|du|2 se réécrit dans B′ :

−∆uidx1 ∧ · · · ∧ dxn =

n+1∑
j=1

duj ∧ βij = f idx1 ∧ · · · ∧ dxn

4.3 Espace BMO
On définit l’espace Bounded Mean Oscillation (BMO). Toutes les preuves sont faites en annexe, section A.2.

Pour f ∈ L1
loc(Rm), on note

∀x ∈ Rm, ∀r > 0, fx,r = fB(x,r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f

On pose

‖f‖BMO(Rm) := sup
x∈Rm,r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− fx,r|dy

et BMO(Rm) est l’ensemble des f telle que ‖f‖BMO(Rm) < +∞. BMO(Rm)/R est un espace de Banach.

Definition 4.3.1 : Espace BMO
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En fait, une fonction f ∈ L1
loc(Rm) est dans BMO si et seulement si

∃A > 0, ∀x ∈ Rm, ∀r > 0,∃cx,r ∈ R,
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− cx,r|dy ≤ A

i.e. pour vérifier qu’une fonction est dans BMO, on n’est pas obligé de comparer f à ses moyennes locales.

Exemple : log |.| ∈ BMO(Rm) \ L∞(Rm) (donc le noyau du laplacien K également).
Pour tout x0 ∈ Rm et R > 0, on cherche Cx0,R ∈ R tel que | log |.| − Cx0,R|B(x0,R) soit borné. On remarque que

1

νmRm

∫
B(x0,R)

| log |x| − Cx0,R|dx =
1

νm

∫
B(

x0
R ,1)

| log |y|+ Cx0,R + logR| dy

On peut donc prendre Cx0,R = CR−1x0,1 + logR et on est réduit au cas R = 1.
Si |x0| ≤ 2, on a ∫

B(x0,1)

| log |x||dx ≤
∫
B(0,3)

| log |x||dx < +∞

Si |x0| > 2, on prend Cx0,1 := log |x0| et on trouve

1

νm

∫
B(x0,1)

| log |x| − log |x0||dx ≤
1

νm

∫
B(x0,1)

∣∣∣∣log
1 + |x0|
|x0|

∣∣∣∣ dx ≤ log 2

Donc log |.| ∈ BMO(Rm).

Contre-exemple : h :
(
x 7→ 1R∗+(x) log 1

x

)
/∈ BMO(R).

Sur l’intervalle (−ε, ε) avec 0 < ε < 1
2 , on a

h(−ε,ε) =
1

2ε

∫ ε

0

log
1

x
dx =

1

2

(
1 + log

1

ε

)
Par conséquent,

1

2ε

∫ ε

−ε
|h(x)− h(−ε,ε)|dx ≥

1

2ε

∫ 0

−ε
|h(−ε,ε)|dx =

1

4

(
1 + log

1

ε

)
−−−→
ε→0

+∞

Le résultat suivant a contribué à la médaille Fields de Fefferman (preuve en annexe, théorème A.4.17) :

BMO(Rm) est le dual de H1(Rm).

Théorème 4.3.2 : Fefferman-Stein

On utilisera souvent pour conclure nos preuves le résultat suivant :

Si m ≥ 2, f ∈ L1(BRm(0, 1)), α ∈ (0,m), alors 1
|x|α ∗ (f1B(0,1)) ∈ BMO(B(0, 1)) et en particulier, il existe

p > 1 tel que 1
|x|α ∗ (f1B(0,1)) ∈ Lp(B(0, 1)).

Proposition 4.3.3 :

Un lemme dont nous aurons besoin dans ce mémoire :
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Soit f, g, h ∈ H1(Rm). On suppose h ∈ BMO(Rm) alors on peut donner un sens à∫
Rm
{f, g}αβh =

∫
Rm
{h, f}αβg =

∫
Rm
{g, h}αβf

avec {f, g}αβ = ∂αf∂βg − ∂αg∂βf et on a les estimations∣∣∣∣∫
Rm
{f, g}αβh

∣∣∣∣ ≤ C‖df‖L2‖dg‖L2‖h‖BMO

Lemme 4.3.4 :

Démonstration. Dans le cas où f, g, h ∈ C∞c (Rm), il s’agit de la dualité H1 −BMO.
L’estimation permet d’utiliser la densité de C∞c (Rm).

4.4 Estimations de Morrey
Pour conclure à une régularité hölderienne on utilisera les résultats suivant.

Cette section vient de [5], chapitre 3.

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné connexe. Soit u ∈ L2(Ω) et α ∈ (0, 1) tels que

∀B(x, r) ⊂ Ω,

∫
B(x,r)

|u− ux,r|2 ≤M2rn+2α

Alors u ∈ C0,α(Ω) et pour tout Ω′ b Ω,

‖u‖L∞(Ω′) + sup
x 6=y∈Ω′

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ c(n, α,Ω,Ω′)(M + ‖u‖L2(Ω))

Théorème 4.4.1 :

Démonstration. Notons R0 := dist(Ω′, ∂Ω). Pour x0 ∈ Ω′ et 0 < r1 < r2 ≤ R0, on a

∀x, |ux0,r1 − ux0,r2 |2 ≤ 2(|u(x)− ux0,r1 |2 + |u(x)− ux0,r2 |2)

Donc en intégrant sur B(x0, r1), si l’on note ωn := |B(0, 1)|,

|ux0,r1 − ux0,r2 |2 ≤
2

ωnrn1

(∫
B(x0,r1)

|u− ux0,r1 |2 +

∫
B(x0,r2)

|u− ux0,r2 |2
)
≤ 2M2

ωnrn1

(
rn+2α
1 + rn+2α

2

)
En choisissant R ≤ R0 et r1 := 2−i−1R et r2 := 2−iR, on trouve

|ux0,2−i−1R − ux0,2−iR| ≤ c(n)2−(i+1)αMRα

Donc pour h < k ∈ N,

|ux0,2−hR − ux0,2−kR| ≤
c(n)

2(h+1)α
MRα

k−h−1∑
i=0

1

2iα
≤ c(n, α)

2hα
MRα
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Donc (ux0,2−iR)i∈N est de Cauchy dans R donc converge vers une certaine limite û(x0) qui est indépendante du
choix de R. Donc û(x0) = lim

r→0
ux0,r avec la vitesse de convergence

∀r ∈ (0, R0], |ux0,r − û(x0)| ≤ c(n, α)Mrα

Or (x 7→ ux,r)r>0 converge dans L1(Ω) vers u lorsque r → 0. Donc u = û presque partout et la vitesse de convergence
donne que cette convergence est uniforme. Comme chaque x 7→ ux,r est continue pour tout r > 0, u est également
continue avec la borne

∀x ∈ Ω′, ∀R ∈ (0, R0], |u(x)| ≤ CMRα + |ux,R|
Il suit

sup
Ω′
|u| ≤ C[MRα + ‖u‖L2(Ω)]

Prouvons maintenant que u est hölderienne. Soit x, y ∈ Ω′ tels R := |x− y| ≤ R0/2. Alors

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− ux,2R|+ |u(y)− uy,2R|+ |ux,2R − uy,2R| ≤ c(n, α)M(2R)α + |ux,2R − uy,2R|

Si ζ ∈ B(x, 2R) ∩B(y, 2R),
|ux,2R − uy,2R| ≤ |ux,2R − u(ζ)|+ |uy,2R − u(ζ)|

Et en intégrant,

|ux,2R − uy,2R|2 ≤
2

|B(x, r)|

(∫
B(x,2R)

|u− ux,2R|2 +

∫
B(y,2R)

|u− uy,2R|2
)
≤ c(n, α)M2R2α

D’où |u(x)− u(y)| ≤ c(n, α)M |x− y|α et pour |x− y| > R0/2,

|u(x)− u(y)| ≤ 2 sup
Ω′
|u| ≤ c

(
M +

‖u‖L2(Ω)

Rα0

)
|x− y|α

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné connexe, α ∈ (0, 1) et u ∈ H1
loc(Ω) vérifiant

∀B(x, r) ⊂ Ω,

∫
B(x,r)

|du|2 ≤M2rn−2+2α

Alors u ∈ C0,α(Ω) et

∀Ω′ b Ω, ‖u‖L∞(Ω′) + sup
x 6=y∈Ω′

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ c(M + ‖u‖L2(Ω))

Corollary 4.4.2 :

Démonstration. L’inégalité de Poincaré donne∫
B(r,x)

|u− ux,r|2 ≤ c(n)r2

∫
B(x,r)

|du|2 ≤ c(n)M2rn+2α

4.5 Inégalités de Wente
Cette section vient de [1], chapitre 3. Un premier résultat qui ne nécessite pas d’argument sophistiqué, c’est

l’exemple type du cas critique où ∆φ ∈ L1 mais où l’on peut quand même conclure que φ est régulière :
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Soit a, b ∈ H1(D2) et φ ∈W 1,p
0 (D2) pour p ∈ [1, 2) la solution à{
−∆φ = ∂xa∂yb− ∂xb∂ya = ∇a · ∇⊥b dans D2

φ = 0 sur ∂D2

Alors φ ∈W 1,2
0 ∩ C0(D2) et il existe C > 0 indépendante de a et b telle que

‖φ‖L∞(D2) + ‖∇φ‖L2(D2) ≤ C‖∇a‖L2(D2)‖∇b‖L2(D2)

Théorème 4.5.1 : Inégalité de Wente

Démonstration. Par densité, on peut supposer que a, b ∈ C∞(D2).
Si φ ∈ L∞(D2), alors∫

D2

|∇φ|2 = −
∫
D2

φ∆φ ≤ ‖φ‖L∞‖∂xa∂yb− ∂xb∂ya‖L1 ≤ ‖φ‖L∞‖∇a‖L2‖∇b‖L2

Il reste à montrer que φ ∈ L∞. On peut étendre a et b en ã, b̃ ∈ C∞c (C) (qui est dense dans W 1,2(C)). On définit
la fonction suivante, à l’aide de la formule de représentation de Green :

∀x ∈ C, φ̃(x) =
1

2π

∫
C

log
1

|x− y|
∇⊥ã · ∇b̃(y)dy

Ainsi, φ̃ vérifie −∆φ̃ = ∇⊥ã · ∇b̃ sur C et il suffit de montrer que |φ̃(0)| ≤ C‖∇a‖L2‖∇b‖L2 car les autres valeurs
de φ̃ se trouve en composant φ̃ par un difféomorphisme conforme, et cette composée vérifie la même équation (en
composant ã et b̃ par ce difféomorphisme). On a

|φ̃(0)| = | 1

2π

∫
C

log
1

|y|
∇⊥ã · ∇b̃(y)dy|

= | − 1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

log(r)
[
∂r(ã∂θ b̃)− ∂θ(ã∂r b̃)

]
drdθ|

= | 1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

ã∂θ b̃
dr

r
dθ|

= | 1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

[
ã− 1

|∂B(0, r)|

∫
∂B(0,r)

ã

]
∂θ b̃

dr

r
dθ|

≤ 1

2π

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ã− 1

|∂B(0, r)|

∫
∂B(0,r)

ã

∣∣∣∣∣
2

dθ

 1
2 (∫ 2π

0

|∂θ b̃|2dθ
) 1

2 dr

r

≤ C

∫ +∞

0

(∫ 2π

0

|∂θã|2dθ
) 1

2
(∫ 2π

0

|∂θ b̃|2dθ
) 1

2 dr

r

≤ C‖∇ã‖L2(C)‖∇b̃‖L2(C)

≤ C‖∇a‖L2(D2)‖∇b‖L2(D2) par continuité de l’opérateur de prolongement

Maintenant, on remarque que {
∆(φ− φ̃) = 0 dans D2

φ− φ̃ = −φ̃ sur ∂D2
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et le principe du maximum donne

‖φ‖L∞ ≤ ‖φ̃‖L∞ + ‖φ− φ̃‖L∞ ≤ 2‖φ̃‖L∞ ≤ C‖∇a‖L2(D2)‖∇b‖L2(D2)

Remarque : changer une condition de Dirichlet homogène par une condition de Neumann homogène ne permet
pas toujours de conserver la régularité, comme le fait remarquer [6]. Cependant si l’une des fonctions du second
membre (a ou b) possède une trace sur ∂D2 nulle, alors le résultat reste vrai.

Soit Ω ⊂ R2 un ouvert de classe C1, a, b ∈ H1(Ω) et φ une solution de{
−∆φ = ∇⊥a · ∇b dans Ω
φ = 0 sur ∂Ω

Alors dφ ∈ L(2,1)(Ω) et
‖dφ‖L(2,1)(Ω) ≤ C‖a‖H1(Ω)‖b‖H1(Ω)

Théorème 4.5.2 : Inégalité de Wente

Démonstration. Quitte à étendre a, b sur R2 (opération continue sur H1), on peut supposer Ω = R2.
Alors {a, b} ∈ H1(R2) , le résultat suit de 4.2.2.

Soit Ω ⊂ R2 un ouvert de classe C2, a, b ∈ L2(Ω) avec da ∈ L(2,∞)(Ω), db ∈ L2(Ω) et φ une solution de{
−∆φ = ∇⊥a · ∇b dans Ω
φ = 0 sur ∂Ω

Alors φ ∈ H1(Ω) et
‖dφ‖L2(Ω) ≤ C‖da‖L(2,∞)(Ω)‖db‖L2(Ω)

Théorème 4.5.3 :

Démonstration. Soit Ω ⊂ U ⊂ R2 un ouvert lisse. Alors toute fonction f ∈ H1(Ω) peut s’étendre en f̂ ∈ H1
0 (U).

On démontre d’abord le cas da ∈ L2(Ω). On note ϕ et ψ les solutions de{
−∆ϕ = ∇⊥â · ∇b̂ dans U
ϕ = 0 sur ∂U

,

{
∆ψ = ∇⊥b̂ · ∇ϕ dans U
ψ = 0 sur ∂U

Alors

‖dϕ‖2L2(U) =

∫
U

ϕ∇⊥â · ∇b̂

= −
∫
U

â∇b̂ · ∇⊥ϕ

=

∫
U

dâdψ

≤ C‖dâ‖L(2,∞)(U)‖dψ‖L(2,1)(U)

≤ C‖dâ‖L(2,∞)(U)‖db‖L2(U)‖dϕ‖L2(U)
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Les prolongements sont continus donc le résultat suit.
Maintenant, si da /∈ L2(Ω), il reste l’injection W 1,p ↪→ L(2,∞) pour tout p < 2. On peut donc approcher a par une
suite (ak)k∈N d’éléments de C∞c (Ω) vérifiant

∀p < 2, ak
W 1,p

−−−−→
k→∞

a, ‖dak‖L(2,∞)(Ω) −−−−→
k→∞

‖da‖L(2,∞)(Ω)

Le résultat suit grâce aux bornes trouvées précédemment.

4.6 Décomposition de Hodge
Afin d’utiliser l’inégalité de Wente, il faut une condition au bord nulle. Pour se débarrasser d’une trace au bord

non triviale, on peut décomposer comme suit :
Un fait intéressant pour les applications harmoniques :

Soit p ∈ [1,∞), f ∈ Lp(BRm(0, 1)) harmonique.
Alors r 7→ r−m

∫
B(0,r)

|f |p est croissante.

Lemme 4.6.1 :

Démonstration. Soit K : R → R convexe. Alors ∆(K(f)) = div(K ′(f)∇f) = K ′′(f)|∇f |2 ≥ 0. Donc le théorème
de Stokes donne

d

dr

∫
∂B(0,1)

K(f)(rθ)dσ(θ) = r1−m
∫
∂B(0,r)

∂K(f)

∂ν
dσ = r1−m

∫
B(0,r)

div(∇K(f)) ≥ 0

Par suite, ∫
B(0,r)

K(f) =

∫ r

0

∫
∂B(0,1)

K(f)(ρθ)ρm−1dθdρ

≤
∫ r

0

ρm−1ρ

∫
∂B(0,1)

K(f)(rθ)dθ

≤ r

m

d

dr

∫
B(0,r)

K(f)

Donc r 7→ r−m
∫
B(0,r)

K(f) est croissante. En approchant |.|p par Kε : y 7→ (ε2 + y2)p/2, on obtient le résultat.

Soit p ∈ (1,∞), q ∈ [1,∞] et γ ∈ (0, mp ).
Il existe C = C(p, q, γ) > 0 telle que pour tout f ∈ L1(Bm) vérifiant df ∈ L(p,q)(Rm), la solution F de{

−∆F = 0 dans Bm
F = f sur ∂Bm

vérifie ‖dF‖L(p,q)(B(0,r)) ≤ Crγ‖df‖L(p,q)(B(0,1)).

Lemme 4.6.2 :
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Démonstration. On ne traite que le cas m = 2. On remarque que dF = H(df). Pour tout r ∈ [0, 1], on note Rr
l’opérateur de restriction sur B(0, r). Il suffit de montrer que

‖Rr ◦H‖L(p,q)(B(0,1))→L(p,q)(B(0,r)) ≤ Crγ

Soit p1 < p < p2 où p2 vérifie γ = 2/p2. On applique le lemme précédent pour trouver

‖Rr ◦H‖Lp1 (B(0,1))→Lp1 (B(0,r)) ≤ Cr
2
p1 , ‖Rr ◦H‖Lp2 (B(0,1))→Lp2 (B(0,r)) ≤ Cr

2
p2

Le théorème d’interpolation donne (cf annexe pour l’estimation de la norme) en utilisant le fait que r ≤ 1 :

‖Rr ◦H‖L(p,q)(B(0,1))→L(p,q)(B(0,r)) ≤ C(rγ + r
2
p1 ) ≤ Crγ

Cette introduction vient de [1], section 4.3. On pourra trouver une introduction plus complète dans [7], section
10.5.

Pour 0 ≤ k ≤ m, on note ΛkRm l’espace vectoriel des formes k-linéaires anti-symétriques sur Rm.
L’opérateur de Hodge ? est l’unique opérateur linéaire ? : ΛkRm → Λm−kRm tel que

• ?1 := dx1 ∧ · · · ∧ dxm

• ∀α, β ∈ ΛkRm, α ∧ (?β) = β ∧ (?α) = 〈α, β〉 dx1 ∧ · · · ∧ dxm

L’adjoint δ de d pour le produit scalaire de L2(Rm; ΛkRm) est donné par

∀φ ∈ L2(Rm; ΛkRm), δφ = (−1)mk+m+1 ? d ? φ

Definition 4.6.3 :

Soit φ ∈ L2(Rm; Λ1Rm) une 1-forme différentielle à coefficients dans L2(Rm).
Alors il existe une unique fonction w ∈ L2∗(Rm) et une unique 2-forme différentielle v ∈ L2∗(Rm; Λ2Rm) (avec
2∗ = 2m

m−2 ) telles que φ = dw + δv et dv = 0.
De plus, si v = vαβdx

α ∧ dxβ alors dw, dvαβ ∈ L2(Rm) avec

‖(w, vαβ)‖2L2∗ (Rm) + ‖d(w, vαβ)‖2L2(Rm) ≤ C‖φ‖
2
L2

Lemme 4.6.4 :

On rappelle que pour tout b ∈ L2(Rm; ΛkRm), si b = bα1,··· ,αkdx
α1 ∧ · · · ∧ dxαk alors

−(dδ + δd)b = (∆bα1,··· ,αk)dxα1 ∧ · · · ∧ dxαk

Démonstration. L’existence de w vient du problème variationnel

inf
f∈H1(Rm)

∫
Rm
|df − φ|2

En effet, il existe un unique minimiseur w qui vérifie alors ∆w =
∑m
α=1 ∂αφα avec l’estimation ‖dw‖L2(Rm) ≤

‖φ‖L2(Rm). L’estimation ‖w‖L2∗ ≤ C‖φ‖L2 vient de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.
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L’existence de v vient de la résolution de −∆vαβ = ∂αφβ − ∂βφα, l’unicité et les estimations sont obtenues comme
pour w.
Pour vérifier que φ = dw + δv, il suffit de remarquer que φ− dw − δv est harmonique :

(dδ + δd)(φ− dw − δv) = d(δφ−∆w) + δ(dφ−∆v) = 0

et que ses coefficients sont dans H1(Rm).
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Chapitre 5

Régularité des applications faiblement
harmoniques à valeurs dans la sphère

5.1 Preuve de Hélein
Cette section vient de [1], section 3.5. Ce fut historiquement la première preuve d’une régularité partielle d’ap-

plications harmoniques. Elle se fait par l’absurde en utilisant le théorème de Noether.

Soit Ω un ouvert d’une variété riemannienne (M, g) de dimension m et u ∈ H1(Ω; Sn). On suppose g ∈ Ck,α
avec k ≥ 0 et 0 < α < 1.
Si u est faiblement stationnaire, il existe S ⊂ Ω fermé de (m − 2)-dimension de Hausdorff nulle telle que
u ∈ Ck+1,α sur Ω \ S.

Théorème 5.1.1 :

On peut supposer que Ω est un ouvert borné de Rm muni de la métrique euclidienne. On note Hs la mesure
s-dimensionnelle de Hausdorff.
Dans toute la suite, pour u ∈ H1(Ω;Sn), x ∈ Ω et r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Ω, on note

Ex,r(u) :=
1

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2

Soit u ∈ H1(Ω; Sn). Pour ε > 0, on note S′ :=

{
x ∈ Ω | sup

r>0,B(x,r)⊂Ω

Ex,r(u) ≥ ε2
}
. Alors Hm−2(S′) = 0.

Lemme 5.1.2 :

Démonstration. Soit δ > 0. On considère un recouvrement de Vitali de S′ : il existe k points y1, · · · , yk ∈ S′

tels que (B(yi, δ))i∈[[1,k]] soit un recouvrement de S′ et les B(yi, δ/2) soient disjointes. Par conséquent, les B(yi, δ)
s’intersectent au plus N fois, où N ∈ N ne dépend que de m. Ainsi,

k∑
i=1

∫
B(yi,δ)

|du|2 ≤ N
∫
⋃k
i=1 B(yi,δ)

|du|2

Par définition des yi,

∀i ∈ [[1, k]],
1

δm−2

∫
B(yi,δ)

|du|2 > ε2

30



Donc pour tout δ > 0, kε2δm−2 < N
∫

Ω
|du|2 et donc Hm−2(S′) est fini, et en particulier Hm(S′) = 0. En regardant

plus précisément cette inégalité, on a même

∀δ > 0, Hm
(

k⋃
i=1

B(yi, δ)

)
≤ Ckδm ≤

(
C
N

ε2

∫
Ω

|du|2
)
δ2

Par convergence dominée, on obtient

kε2δm−2 ≤ N
∫
⋃k
i=1 B(yi,δ)

|du|2 −−−→
δ→0

0

Et Hm−2(S′) = 0.

Soit u ∈ H1(Ω; Sn) faiblement Noether harmonique.
Alors pour tout x ∈ Ω et 0 < r ≤ r1 tels que B(x, r1) ⊂ Ω, Ex,r(u) ≤ Ex,r1(u).

Lemme 5.1.3 : Formule de monotonie

Démonstration. On considère χε ∈ C∞(R+; [0, 1]) décroissante telle que χε =

{
1 dans [0, 1− ε]
0 dans [1 + ε,+∞)

et on note,

avec ρ = |x− x0|,

Fε(r) :=
1

rm−2

∫
Ω

χε

(ρ
r

)
|du|2dx

Notons Sαβ le tenseur énergie-impulsion de u. Comme u est faiblement Noether harmonique, le théorème 2.1.7
donne que Sαβ est de divergence nulle et donc :

0 =

∫
Ω

∂

∂xα

(
χε

(ρ
r

)
xβSαβ

)
dx =

1

2

∫
Ω

χ′ε

(ρ
r

) ρ
r

(
|du|2 −

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2
)
dx+

m− 2

2

∫
Ω

χε

(ρ
r

)
|du|2dx

Donc

F ′ε(r) = − 2

rm

∫
Ω

χ′ε

(ρ
ε

)
ρ

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dx ≤ 0

Donc Fε est décroissante et le passage à la limite ε→ 0 donne le résultat.

Soit u ∈ H1(Ω; Sn) faiblement stationnaire. alors il existe ε > 0 et τ ∈ (0, 1) tels que pour tout y ∈ Ω, r > 0
tels que B(y, r) ⊂ Ω, si Ey,r(u) ≤ 2m−2ε2 alors Ey,τr(u) ≤ 1

2Ey,r(u).

Proposition 5.1.4 :

Démonstration. Par l’absurde, on suppose qu’il existe une suite de boules (B(xk, rk))k∈N incluses dans Ω telles que

λ2
k := Exk,rk(u) −−−−→

k→∞
0, Exk,τrk(u) >

λ2
k

2

où τ ∈ (0, 1) sera choisi plus tard.
On effectue un changement d’échelle : pour z ∈ B(0, 1), on note vk(z) := 1

λk
(u(xk + rkz)− uxk,rk) et on obtient

E0,1(vk) =

∫
B(0,1)

|dvk|2dz = 1, E0,τ (vk) =
1

τm−2

∫
B(0,τ)

|dvk|2dz >
1

2
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De plus, comme (vk)0,1 = 0, (vk)k∈N est bornée dans L2(B(0, 1)) (Poincaré). Ainsi (vk)k∈N est bornée dans
H1(B(0, 1)) et quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que (vk)k∈N converge fortement vers v dans
L2(B(0, 1);Rn+1) et faiblement dans H1(B(0, 1);Rn+1).

Montrons que ∆v = 0 dans D′(B(0, 1);Rn+1).
Soit φ ∈ C∞c (B(0, 1);Rn+1) et posons

∀k ∈ N, ∀x ∈ B(xk, rk), φk(x) := φ(
x− xk
rk

)

L’hypothèse u faiblement harmonique donne∫
B(xk,rk)

〈du, dφk〉 dx =

∫
B(xk,rk)

|du|2 〈u, φk〉 dx

Et le changement de variable x = rkz + xk donne∫
B(0,1)

〈dvk, dφ〉 dz = λk

∫
B(0,1)

|dvk|2 〈u(xk + rkz), φ(z)〉 dz

On peut passer à la limite k → ∞ pour obtenir
∫
B(0,1)

〈dv, dφ〉 = 0 pour tout φ, i.e. ∆v = 0. La formule de
monotonicité donne (E0,1(v) = 1)

1

τm−2

∫
B(0,τ)

|dv|2 ≤ τ2

On fait le choix τ2 < 1/4 et on va obtenir une contradiction. Il suffit donc de montrer que (vk)k∈N converge fortement
vers v dans H1(B(0, 1

2 )).
Prenons ζ ∈ C∞c (B(0, 1)) telle que ζ = 1 sur B(0, 1

2 ) et ζ = 0 sur B(0, 7
8 )c. Posons φk := ζ2(vk − v) ∈ H1

0 (B(0, 1)).
L’hypothèse u faiblement harmonique donne en utilisant φk comme fonction test :∫

B(0,1)

〈dvk, dφ〉 dz = λk

∫
B(0,1)

|dvk|2 〈uxk,rk + λkvk, φk〉 dz

Or
∫
B(0,1)

〈dv, φk〉 dz = 0 donc∫
B(0,1)

〈d(vk − v), dφ〉 dz = λk

∫
B(0,1)

|dvk|2 〈uxk,rk + λkvk, φk〉 dz

Il suit que∫
B(0, 12 )

|d(vk − v)|2dz + o(1) ≤
∫
B(0,1)

ζ2|d(vk − v)|2dz + 2

∫
B(0,1)

ζ 〈d(vk − v), (vk − v)dζ〉 dz

≤ λk

∫
B(0,1)

|dvk|2 〈uxk,rk + λkvk, φk〉 dz

Or 〈uxk,rk + λkvk, dvk〉 = 0 (car 〈u, du〉 = 0) donc les matrices (avec pour tout a, b ∈ Rn+1, a× b = abT − baT )

bk,α := (uxk,rk + λkvk)× ∂vk
∂zα

= u(xk + rkz)×
∂vk
∂zα

(z) ∈ L2(B(0, 1);Mn+1(R))

sont bornées dans L2 et vérifient
|dvk|2(uxk,rk + λkvk) = bk,α

∂vk
∂zα

Donc

λk

∫
B(0,1)

|dvk|2 〈uxk,rk + λkvk, φk〉 dz = λk

[∫
B(0,1)

〈
bk,α

∂ ζvk
∂zα

, ζ(vk − v)

〉
dz +

∫
B(0,1)

〈
bk,αvk

∂ζ

∂zα
, ζ(vk − v)

〉
dz

]
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Il suffit de montrer que les deux intégrales sont bornées.
Pour que la seconde intégrale soit bornée, il suffit de montrer que (vk)k∈N est bornée dans L4(B(0, 7

8 )) :
Prenons z0 ∈ B(0, 7

8 ) et r ∈ (0, 1
8 ]. Posons yk = xk + rkz0 ∈ B(xk,

7rk
8 ). La formule de monotonie donne

Eyk,rrk(u) ≤ 8m−2Eyk,
rk
8

(u) ≤ 8m−2Exk,rk(u) = 8m−2λ2
k

Donc en revenant à vk, Ez0,r(vk) ≤ 8m−2. L’inégalité de Sobolev-Poincaré donne alors

∀k ≥ 0,
1

rm

∫
B(z0,r)

|vk − (vk)z0,r|dz ≤ C

Comme (vk)k∈N est bornée dans L2(B(0, 1)), l’inégalité de John-Nirenberg donne que (vk)k∈N est bornée dans
Lp(B(0, 7

8 )) pour tout 1 ≤ p <∞ :

‖vk‖Lp(B(0, 78 )) ≤ ‖v − (vk)0, 78
‖Lp(B(0, 78 )) + |(vk)0, 78

| ≤ C(p) + ‖vk‖L2(B(0, 78 ))

On utilise le cas p = 4.
Pour la première intégrale, on note que

bk,α(z) =
rk
λk
u× ∂u

∂xα
(rkz + xk)

et le théorème de Noether donne div(bk,·) = 0. Donc
(
bk,α

∂ ζvk
∂zα

)
k∈N

est bornée dans H1(Rm) et il reste à montrer

que (ζ(vk − v))k∈N est bornée dans BMO(Rm).
Prenons z0 ∈ B(0, 7

8 ) et r ∈ (0, 1
8 ]. Le fait que ζ soit C∞ donne

sup
y∈B(x0,r)

|(ζvk)z0,r − ζ(y)vz0,r| ≤
Cr

rm

∫
B(z0,r)

|vk|dz

Donc

1

|B(z0, r)|

∫
B(z0,r)

|ζvk − (ζvk)x0,r|dz ≤ 1

rm

∫
B(z0,r)

|vk − (vk)z0,r|dz +
Cr

rm

∫
B(z0,r)

|vk|dz

≤ C +
C

rm−1

∫
B(z0,r)

|vk|dz

≤ C + C

(∫
B(0, 78 )

|vk|mdz

) 1
m

≤ C

De même lorsque z0 /∈ B(0, 7
8 ) (ζ s’annule). On obtient la borne voulue, l’inégalité voulue, la convergence voulue et

la contradiction voulue.

Avec les notations précédentes, pour tout y ∈ Ω, r > 0 tels que B(y, r) ⊂ Ω, si Ey,r(u) ≤ 2m−2ε2, alors pour
tout ρ ∈ (0, r),

Ey,ρ(u) ≤ 2

τm−2

(ρ
r

)− log 2
log τ

Ey,r(u)

Lemme 5.1.5 :
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Démonstration. On itère l’inégalité obtenue précédemment pour trouver

∀p ∈ N, Ey,τpr(u) ≤ 1

2p
Ey,r(u)

Si 0 < ρ < r, il existe un unique p ∈ N tel que τp+1r ≤ ρ < τpr et alors la formule de monotonie donne

Ey,ρ(u) ≤ 1

τm−2
Ey,τpr(u) ≤ 1

2pτm−2
Ey,r(u)

Pour ce choix de p, on a
1

2pτm−2
≤ 2

τm−2

(ρ
r

)− log 2
log τ

En particulier sous les hypothèses du lemme précédent, pour q ∈ [1, 2m
m−2 ] et α := − log 2

log τ > 0,

1

ρm

∫
B(y,ρ)

|u− uy,ρ|qdx ≤ C
(ρ
r

)αq
Ey,r(u)

Fixons un point y0 ∈ Ω et deux rayons r0 > r1 > 0 tel que B(y0, r0) ⊂ Ω et Ey0,r0(u) ≤ 2m−2ε2. Alors pour tout
z ∈ B(y0, r1) et ρ > 0 vérifiant B(z, ρ) ⊂ B(y0, r1), il existe r > max( r0−r12 , ρ) tel que B(z, r) ⊂ B(y0, r0), on a

1

ρm

∫
B(z,ρ)

|u− uz,ρ|q ≤ Cραq
Ez,r(u)

rαq
≤ Cραq sup

{
Ez̄,r̄(u)

r̄αq
| z̄ ∈ B(y0, r1), r̄ ≥ r0−r1

2
B(z̄, r̄) ⊂ B(y0, r0)

}
Ceci étant vrai pour tout B(z, ρ) ⊂ B(y0, r0), on obtient que u est α-hölderienne sur B(y0, r0).

5.2 Preuve de Rivière
Cette section vient de [2], chapitre 7. Il s’agit d’une preuve directe qui se généralise bien pour montrer la

conjecture de Hildebrandt.
On considère u ∈ H1(B2;Sn) faiblement harmonique : −∆u = |du|2u dans D′(D2) (D2 : boule unité de R2). Le
théorème de Noether donne div(ui∇uj − uj∇ui) = 0 et le lemme de Poincaré dit qu’il existe bij ∈ H1(D2;Rn+1)
tel que ∇⊥bij = ui∇uj − uj∇ui. L’équation se réécrit

−∆ui = ui
∑
j

∇uj · ∇uj =
∑
j

(
∇⊥bij · ∇uj + uj∇ui · ∇uj

)
=
∑
j

∇⊥bij · ∇uj +∇ui · ∇
(
|u|2

2

)
Et on arrive au système {

−∆ui =
∑
j ∇⊥bij · ∇uj

∇⊥bij = ui∇uj − uj∇ui

On remarque que le membre de droite dans l’équation ci-dessus est un jacobien, on va donc chercher à se ramener
à une équation permettant d’utiliser l’inégalité de Wente : on effectue une décomposition de Hodge sur le bon
domaine.
Fixons ε0 > 0 et prenons 1

2 > ρ > 0 tel que

∀r ∈ (0, ρ), ∀p ∈ B(0,
1

2
),

∫
B(p,r)

|du|2 < ε0

Soit r < ρ0 et décomposons u = φ+ v dans B(p, r) avec{
−∆φi =

∑
j ∇⊥bij · ∇uj dans B(p, r)

φ = 0 sur ∂B(p, r)

{
−∆v = 0 dans B(p, r)
v = u sur ∂B(p, r)

Par l’inégalité de Wente, φ est continue, et

‖dφ‖L(2,1)(B(p,r)) ≤ C‖du‖L2(B(p,r))‖db‖L2(B(p,r)) ≤ C‖du‖2L2(B(p,r)) ≤ Cε0‖du‖L2(B(p,r))
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Comme v est harmonique, ρ 7→ ρ−2
∫
B(p,ρ)

|dv|2 est croissante.

Lemme 5.2.1 :

Démonstration. On dérive

d

dρ

(
1

ρ2

∫
B(p,ρ)

|dv|2
)

= − 2

ρ3

∫
B(p,ρ)

|dv|2 +
1

ρ2

d

dρ

(∫
S1

∫ ρ

0

|dv(p+ reiθ)|2rdrdθ
)

= − 2

ρ3

∫
B(p,ρ)

|dv|2 +
1

ρ2

∫
∂B(p,ρ)

|dv|2

Or comme v est harmonique, on a, avec vp,ρ la moyenne de v sur B(p, ρ) :

0 =

∫
B(p,ρ)

(v − vp,ρ)∆v = −
∫
B(p,ρ)

|dv|2 +

∫
∂B(p,ρ)

(v − vp,ρ)
∂v

∂ν

Donc
1

ρ

∫
B(p,ρ)

|dv|2 =

∫
∂B(p,ρ)

v − vp,ρ
ρ

∂v

∂ν
≤
∥∥∥∥v − vp,ρρ

∥∥∥∥
L2(∂B(p,ρ))

∥∥∥∥∂v∂ν
∥∥∥∥
L2(∂B(p,ρ))

L’inégalité de Wirtinger donne
∥∥∥v−vp,ρρ

∥∥∥
L2(∂B(p,ρ))

≤
∥∥∥ 1
ρ
∂v
∂θ

∥∥∥
L2(∂B(p,ρ))

≤ ‖dv‖L2(∂B(p,ρ)) et de plus, si l’on note

p = (xp, yp) ∈ R2 alors

0 =

∫
B(p,ρ)

[(x− xp)(∂xv) + (y − yp)(∂yv)] ·∆v dxdy

= −
∫
B(p,ρ)

∇[(x− xp)(∂xv) + (y − yp)(∂yv)] · ∇v dxdy +

∫
∂B(p,ρ)

ρ

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2

= −
∫
B(p,ρ)

|dv|2 + (z − p) · ∇
(
|dv|2

2

)
dz +

∫
∂B(p,ρ)

ρ

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2

= −
∫
B(p,ρ)

|∇v|2 − div(z − p) |∇v|
2

2
dz −

∫
∂B(p,ρ)

ρ
|∇v|2

2
+

∫
∂B(p,ρ)

ρ

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2

On obtient l’identité de Pohozaev : ∫
∂B(p,ρ)

|∇v|2 = 2

∫
∂B(p,ρ)

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2

Si l’on injecte ceci dans l’estimation précédente, on trouve

1

ρ

∫
B(p,ρ)

|dv|2 ≤ 1

2

∫
∂B(p,ρ)

|dv|2

Et le résultat suit.

Par conséquent ∫
B(p, r2 )

|dv|2 ≤ 1

4

∫
B(p,r)

|dv|2

Il suit∫
B(p, r2 )

|∇u|2 =

∫
B(p, r2 )

(
|∇v|2 +∇v · ∇φ+ |∇φ|2

)
≤ 3

2

∫
B(p, r2 )

(
|∇v|2 + |∇φ|2

)
≤ 3

8

∫
B(p,r)

|∇v|2 +
3

2

∫
B(p,r)

|∇φ|2
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Or comme φ = 0 sur ∂B(p, r) et que ∆v = 0 dans B(p, r), on a∫
B(p,r)

∇v · ∇φ = 0

Donc
∫
B(p,r)

|∇u|2 =
∫
B(p,r)

(
|∇v|2 + |∇φ|2

)
et∫

B(p, r2 )

|∇u|2 ≤ 3

8

∫
B(p,r)

|∇u|2 +
9

8

∫
B(p,r)

|∇φ|2 ≤ 3

8
‖∇u‖2L2(B(p,r)) +

9

8
Cε0‖∇u‖2L2(B(p,r))

Si l’on choisit ε0 > 0 de sorte que 3
8 + 9C

8 ε0 <
3
4 , i.e. ε0 < (3C)−1, on trouve

‖du‖2L2(B(p, r2 )) ≤
3

4
‖du‖2L2(B(p,r))

et donc il existe α > 0 tel que pour tout 0 < r < ρ

‖du‖L2(B(0,r)) ≤
(
r

ρ

)α
‖du‖L2(B(0,1))

Donc
sup

r∈(0, 14 ),p∈B(0, 12 )

r−α
∫
B(p,r)

|du|2 < +∞

Et u ∈ C0,α2 (B(0, 1
2 )). En injectant ceci dans le système initial, on arrive à

sup
r∈(0, 14 ),p∈B(0, 12 )

r−α
∫
B(p,r)

|∆u| < +∞

Maintenant si l’on considère χ ∈ C∞c (R2; [0, 1]) telle que χ =

{
1 dans B(0, 3/8)
0 dans B(0, 1/2)c

, on pose ψ := χu ∈ C0,α2
c (R2)

(ψ = u dans B(0, 1
4 )). Par conséquent, si x ∈ B(0, 1

4 ), on a

u(x) = ψ(x) =

∫
R2

K(x− y)∆ψ(y) dy

Et donc

|du(x)| = |
∫
R2

dK(x− y)∆ψ(y) dy| ≤ C 1

|x|
∗ (1B(0, 12 )|∆u|) +

∫
B(0, 38 )c

C

|x− y|
|u∆χ+ 2∇u · ∇χ|(y) dy

Et on obtient
∀p ∈ B(0,

1

4
), |∇u(p)| ≤ C

[
1

|x|
∗ (1B(0, 12 )|∆u|)(p) + ‖u‖H1(B(0, 14 ))

]
Ceci montre qu’il existe q > 1 tel que u ∈ W 1,q(B(0, 1

4 )). Par conséquent b ∈ W 1,q(B(0, 1
4 )) et −∆u ∈ Lq(B(0, 1

4 ))
donc u ∈W 2,q(B(0, 1

4 )),... L’argument de boostrap donne u ∈ C∞(B(0, 1
4 )).
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Chapitre 6

Applications harmoniques sans symétries

6.1 Retrouver des symétries : le tore
Cette section vient de [1], chapitre 4.

On se place maintenant dans le cas général où la variété d’arrivée N ne possède pas de symétrie, i.e. on ne peut pas
appliquer le théorème de Noether. Le problème est qu’a priori, on ne peut plus récrire l’équation des applications
harmoniques comme une loi de conservation (la divergence d’une quantité est nulle).
En fait, cela vient du choix de coordonnées. Exprimée dans des coordonnées arbitraires, on ne peut pas faire grand
chose de l’équation des applications harmoniques. Mais si l’on choisit de bonnes coordonnées, on peut exprimer le
système de manière plus agréable.
Pour cela, on utilise le fait que l’on possède un repère orthonormé global de N , ce qui est faux de manière générale
(ex : la sphère). L’idée est de plonger N dans une variété N̂ plus grosse qui possède une telle base. L’exemple facile
de variété possédant un repère global est le tore. On va donc plonger N de manière isométrique dans un tore de
grande dimension, par le biais du théorème de plongement de Nash.

Soit N une sous-variété compacte Ck (k ≥ 4) de dimension n sans bords plongée dans RN .
Il existe N̂ une sous-variété de dimension N plongée de manère Ck−1 dans RN̂ par une application J : N → N̂
telle que

• J : (N , 〈., .〉Rn)→ (N̂ , 〈., .〉RN̂ ) est un plongement isométrique

• N̂ est difféomorphe au tore TN

• Pour toute variété (M, g) de dimension m ≥ 1, pour tout ouvert Ω ⊂ M et toute application u ∈
H1(Ω;N ), si u est faiblement harmonique, alors J ◦ u : Ω→ N̂ également.

Lemme 6.1.1 :

Démonstration. Comme N est compact, il existe un cube CN ⊂ RN contenant N . En identifiant les faces opposées
de CN , on obtient un tore de dimension N : TN . Considérons la métrique euclidienne sur TN . Nous considérerons
indifféremment N comme une sous-variété de RN , CN ou TN . Pour δ > 0, on pose

V2δN := {z ∈ CN | d(z,N ) < 2δ}

Pour δ assez petit, il existe une projection P : V2δN → N de classe Ck. Pour y ∈ N , on pose

Dy := {z ∈ V2δN | P (z) = y}
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Dy est homéomorphe à un disque de dimension N−n et coup N de manière transverse. On définit alors la projection

∀z ∈ V2δN , Vz :

∣∣∣∣ Tz(CN ) ' RN → Tz(DP (z))
ξ 7→ partie verticale de ξ dans la fibration P

On note alors que V dépend de z de manière Ck−1. Définissons maintenant une métrique h0 sur V2δN de classe
Ck−1 par

∀z ∈ V2δN , ∀ξ, η ∈ Tz(CN ), h0(z)(ξ, η) := 〈Vz(ξ), Vz(η)〉RN + 〈dPz(ξ), dPz(η)〉Rn
Prenons χ ∈ C∞c (V2δN ; [0, 1]) égale à 1 sur VδN , on pose alors h := χh0 + (1− χ) 〈., .〉RN et h définit une métrique
de classe Ck−1 qui coïncide avec h0 sur VδN et avec la métrique euclidienne en dehors de V2δN .
Comme k ≥ 4 et h est Ck−1, le théorème de Nash-Moser permet de plonger isométriquement (TN , h) dans un
certain (RN̂ , 〈., .〉RN̂ ) par un plongement J de classe Ck−1.
Posons N̂ := J(TN ) et notons

V̂δ̂N̂ := {z ∈ RN̂ | d(z, N̂ ) < δ̂}
le voisinage tubulaire de N̂ . On suppose δ̂ > 0 suffisamment petit pour pouvoir définir une projection P̂ : V̂δ̂N̂ → N̂ .
On pose

V̂δ̂N := {z ∈ RN̂ | d(z, J(N )) < δ̂}
et on suppose δ̂ > 0 assez petit pour que V̂δ̂N ∩ N̂ ⊂ J(VδN ). Comme J est un plongement, on peut définir son
inverse K : V̂δ̂N ∩ N̂ → VδN (de classe Ck−1).
Considérons u ∈ H1(Ω;N ) faiblement harmonique et posons v = J ◦ u ∈ H1(Ω; N̂ ).
Soit φ ∈ H1

0 (Ω;RN̂ )∩L∞(Ω;RN̂ ). Pour t assez petit, on note wt := K ◦ P̂ (v+ tφ). Le fait que K soit une isométrie
donne

1

2

∫
Ω

gαβ
〈
∂α(P̂ (v + tφ)), ∂β(P̂ (v + tφ))

〉
RN̂

dvolg =
1

2

∫
Ω

gαβhwt(∂αwt, ∂βwt)dvolg

On pose ψt :=
∫ 1

0
∂K◦P̂
∂yj (v + stφ)φj ds de sorte que wt = u+ tψt. Comme K ◦ P̂ est de classe Ck−1 et k ≥ 4, ψt est

bornée dans H1. Notons Vwt = Vu + tδVt où δVt :=
∫ 1

0

∂Vu+stψt
∂zi ψit ds est bornée dans L∞(Ω). Comme Vu(∂αu) = 0,

on a

Vwt(∂αwt) = (Vu + tδVt)(∂αu+ t∂αψt)

= t [δVt(∂αu) + Vu(∂αψt) + tδVt(∂αψt)]

Donc ∫
Ω

gαβ 〈Vwt(∂αu), Vwt(∂βu)〉RN dvolg = O(t2)

Donc
1

2

∫
Ω

gαβ
〈
∂α(P̂ (v + tφ)), ∂β(P̂ (v + tφ))

〉
RN̂

dvolg =
1

2

∫
Ω

gαβ 〈∂α(P (u+ tψt)), ∂β(P (u+ tψt))〉RN dvolg +O(t2)

Comme u est faiblement harmonique, la dérivée en t = 0 du membre de droite vaut 0 et v est harmonique.

Par conséquent, on peut supposer que la variété d’arrivée est un tore Tn munit d’une métrique h, a priori non
euclidienne, que l’on plonge de manière isométrique dans RN . En particulier, TTn possède un repère orthonormé
lisse global ε = (εi)1≤i≤n. Si u ∈ H1(D2;Tn) est faiblement harmonique, on considère l’application ẽ := ε ◦ u ∈
H1(D2; (RN )n). On définit pour R ∈ H1(D2;SOn(R)) l’application

∀z ∈ D2, e(z) := ẽ(z)R(z) = (ẽj(z)R
j
i (z))1≤i≤n

et on associe l’énergie

F (R) :=

∫
D2

∑
1≤a,b≤n

(
〈∂xea, eb〉2 + 〈∂yea, eb〉2

)
dx =

∫
D2

|eT de|2 dx

On note F le fibré des repères orthonormées sur Tn. On note u∗F sont pull-back par u : le fibré sur Ω dont la
fibre au-dessus d’un point x ∈ Ω est l’ensemble des bases orthonormées de Tu(x)Tn.
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On suppose que Nn est plongé de manière C2 dans RN et possède un repère orthonormé global lisse de son
espace tangent. Soit (M, g) une variété riemannienne et Ω ⊂ M un ouvert. Soit u ∈ H1(Ω;Nn) et ē une
section de u∗F d’énergie finie. Alors il existe un repère e minimisant F , appelée repère de Coulomb, sur Ω
telle que, si l’on note n la normal à ∂Ω,

∀a, b ∈ [[1, n]],

{
∂α
(
gαβ
√

det g 〈∂βea, eb〉
)

= 0 dans Ω
nα 〈∂αea, eb〉 = 0 sur ∂Ω

De plus, il existe C > 0 qui dépend uniquement de N telle que

‖eT de‖2L2(Ω) ≤ ‖ē
T dē‖2L2(Ω), ‖de‖2L2(Ω) ≤ ‖e

T de‖2L2(Ω) + C‖du‖2L2(Ω)

Dans le cas où ē est de la forme ẽ◦u où ẽ est une section C1 de F , ceci se réécrit ‖de‖2L2(Ω) ≤ C(N )‖du‖2L2(Ω).

Lemme 6.1.2 :

Démonstration. Soit (Rk)k∈N une suite dans H1(Ω;SOn(R)) minimisant F et on pose ek := eRk. Alors

|eTk dek|2 = |ēdē|2 + 2
〈
ēT dē, dRkR

T
k

〉
+ |dRkRTk |2 ≥ (|ēT dē| − |dRkRTk |)2

Donc (dRk)k∈N est bornée dans L2(Ω) ((Rk)k minimise F donc (eTk dek)k est bornée dans L2(Ω)). Par conséquent,
quitte à extraire, (Rk)k∈N converge fortement dans L2, faiblement dans H1 et presque partout vers un certain
R ∈ H1(Ω;SOn(R)).
Par convergence dominée, (ēT dēRk)k∈N converge vers ēT dēR dans L2 et donc∫

Ω

〈
ēT dē, dRkR

T
k

〉
dvolg −−−−→

k→∞

∫
Ω

〈
ēT dē, dRRT

〉
dvolg

De plus,

lim inf
k→∞

∫
Ω

|dRkRTk |2dvolg ≥
∫

Ω

|dRRT |2dvolg

Donc limk→∞ F (Rk) ≥ F (R) et R est un minimiseur de F .
Regardons l’équation d’Euler-Lagrange associée : soit φ ∈ C∞(Ω; son) une fonction test et ε > 0 proche de 0. Notons

Rε(x) := expR(x)(εφ(x)) = R(x)(In + εφ(x) + o(ε)) et eε(x) := ē(x)Rε(x) = e(x)(In + εφ(x) + o(ε))

Alors
eTε deε = eT de+ ε(dφ− φeT de) + o(ε)

Par conséquent, ∫
Ω

〈
eT de, dφ− φeT de

〉
dvolg = 0

Comme φ est anti-symétrique,
〈
eT de, φeT de

〉
= 0 et en intégrant par parties :

0 =

∫
∂Ω

〈
φ, eT

∂e

∂n

〉
dσ −

∫
Ω

〈
φ, divg(eT de)

〉
dvolg

En prenant φ à support compact, on trouve la première équation. En prenant φ à support de plus en plus proche
de ∂Ω, on trouve la seconde équation.
Passons aux estimations. La première est une conséquence directe de la minimisation de F . On en déduit la seconde :
On note P la projection orthogonale sur TN et P⊥ = idRN − P . Par hypothèse, P et P⊥ sont de classe C1 et

‖de‖L2(Ω) =

n∑
a=1

(
‖P (u)(dea)‖2L2(Ω) + ‖P⊥(u)(dea)‖2L2(Ω)

)
= ‖eT de‖2L2(Ω) +

n∑
a=1

‖P⊥(u)(dea)‖2L2(Ω)
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Or d(P⊥(u)(ea)) = 0 donc

‖de‖L2(Ω) = ‖eT de‖2L2(Ω) +

n∑
a=1

‖d(P⊥(u))(ea)‖2L2(Ω) ≤ ‖e
T de‖2L2(Ω) + ‖P⊥‖W 1,∞(Ω)‖du‖L2(Ω)

Dans la suite de la section, pour une fonction f : Ω → R où Ω est un ouvert d’une variétéMm on considérera
momentanément la norme (à ne pas confondre avec celle de la norme de Lorentz L(2,m−2)) :

‖f‖2L2,m−2(Ω) = sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|f |2
)

Si une certaine énergie est petite, on peut contrôler un peu plus précisément l’énergie de la jauge de Coulomb :

Soit Nn une variété compacte plongée de manière C2 dans RN et possède un repère orthonormé global ε. Soit
(M, g) une variété riemannienne et Ω ⊂ M un ouvert. Soit u ∈ H1(Ω;N ). Il existe γ0 = γ0(m,N ) > 0 telle
que si

sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2
)
≤ γ0

alors on peut construire une section harmonique de u∗F d’énergie finie.

Lemme 6.1.3 :

Démonstration. Dans le cas où u ∈ C2(Ω;N )∩H1(Ω;N ) on pose ē := ε◦u et on peut appliquer le lemme précédent :
il existe R ∈ H1(Ω;SOn(R)) minimisant F . Alors e := ēR est une base de Coulomb vérifiant la loi de conservation
du lemme précédent. En particulier, on peut appliquer le lemme de Poincaré et pour tout a, b ∈ [[1, n]], il existe
Aba ∈ H1(Ω; Λ2R) tel que

δAba = 〈dea, eb〉

Par suite,

−∆Aba = d (〈dea, eb〉) =

N∑
k=1

deka ∧ dekb

Ecrivons Aba =
∑
α<β(Aba)αβdx

α ∧ dxβ . Soit B(x, r) ⊂ Ω. Alors :

∫
B(x,r)

|dAba|2 =

N∑
k=1

∫
B(x,r)

〈
deka ∧ dekb , Aba

〉
=

∑
α<β

N∑
k=1

∫
B(x,r)

{eka, ekb}αβ(Aba)αβ

≤ C1(m,N)‖dea‖L2(B(x,r))‖deb‖L2(B(x,r))‖Aba‖BMO(B(x,r))

≤ C1‖de‖2L2(B(x,r))‖dA‖L2,m−2(B(x,r))

En multipliant par r2−m puis en prenant le supremum sur lesB(x, r) ⊂ Ω, on obtient ‖dA‖L2,m−2(Ω) ≤ C1‖de‖2L2,m−2(Ω).
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Comme |de|2 ≤ |eT de|2 + C|du|2 :

1

rm−2

∫
B(x,r)

|de|2 ≤ 1

rm−2

(∫
B(x,r)

|dA|2 + C2

∫
B(x,r)

|du|2
)

≤ C1

rm−2
‖de‖2L2(B(x,r))‖A‖BMO(B(x,r)) +

C2

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2

≤ C1

rm−2
‖de‖2L2(B(x,r))‖dA‖L2,m−2(B(x,r)) +

C2

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2

≤ C1

rm−2
‖de‖2L2(B(x,r))‖de‖

2
L2,m−2(Ω) + C2‖du‖2L2,m−2(Ω)

En supposant que, pour un certain γ > 0,

sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2
)
≤ γ

Puis en posant t = ‖de‖2L2,m−2 , on obtient l’inégalité

P (t) := C1t
2 − t+ C2γ ≥ 0

Le discriminant de P est 1 − 4C1C2γ. Dans le cas où γ < (4C1C2)−1, P prend des valeurs négatives entre deux
racines α < β et t ∈ [0, α] ∪ [β,∞). De plus P (1/(2C1)) < 0 donc (2C1)−1 ∈ (α, β) et est indépendant de u.
Montrons que t ≤ (2C1)−1.

Pour cela, pour tout r ∈ (0, 1], on considère er associé à la matrice Rr ∈ H1(B(0, r);SOn(R)) minimisant la
fonctionnelle Fr(R) = r2−m ∫

B(0,r)
|eT de|2dvolg et on va montrer que g :

(
r 7→ r2−m‖eTr der‖2L2(B(0,r)) = inf Fr

)
est

continue, valant 0 en 0.

Montrons que g est l’infimum de fonctions lipschitziennes. Pour r > 0, on a

g(r) = inf
R∈H1(Br;SON )

1

rm−2

∫
Br

|(ēR)T d(ēR)|2

= inf
R∈H1(Br;SON )

1

rm−2

∫
B1

|(ēR)T d(ēR)|2(rz)rmdz

= inf
R∈H1(Br;SON )

∫
B1

∣∣R(rz)T ē(rz)T [rdē(rz)R(rz) + ē(rz)d(R(r·))(z)]
∣∣2 dz

= inf
R̃∈H1(B1;SON )

∫
B1

∣∣∣R̃(z)T ē(rz)T
[
rdē(rz)R̃(z) + ē(rz)dR̃(z)

]∣∣∣2 dz
car l’application R 7→ R(r·) est une bijection de H1(Br)→ H1(B1)

Or comme u est C2, ē est C2 donc pour tout R̄ ∈ H1(B1;SON ), l’application

r 7→
∫
B1

∣∣∣R̃(z)T ē(rz)T
[
rdē(rz)R̃(z) + ē(rz)dR̃(z)

]∣∣∣2 dz
est lipschitzienne. Donc g est continue et

0 ≤ g(r) ≤ Fr(IN ) =
1

rm−2

∫
Br

|ēT dē|2 ≤ |B1|r2‖de‖2L∞ −−−→
r→0

0

41



Donc g(0) = 0 et par conséquent g(1) ≤ α. et

sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|de|2
)
≤ 1

2C1

Maintenant, dans le cas où u ∈ H1(D2;N ), on approche u par une suite (uk)k de fonctions régulières et la borne
précédemment trouvée permet de montrer que la suite de repères de Coulomb donnée par les uk est bornée dans
H1 et donc on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans H1 et fortement convergente dans L2

vers une section de u∗F qui est harmonique et d’énergie finie.

On obtient de meilleurs estimations :

Soit N une variété riemannienne compacte sans bord plongée de manière C2 dans RN . Soit Ω un ouvert d’une
variété riemannienneM, u ∈ H1(Ω;N ) et e un repère de Coulomb, i.e. une section de u∗F satisfaisant la loi
de conservation du lemme 6.1.3. Alors

• Dans le cas m = 2 et Ω = D2 : eT de ∈ L(2,1)(D2) et il existe C > 0 telle que

‖eT de‖L(2,1)(D2) ≤ C‖de‖2L2(D2)

Dans le cas où e est obtenue par minimisation dans l’orbite de jauge d’une base ē = ε◦u, on a l’estimation

‖eT de‖L(2,1)(D2) ≤ C‖du‖2L2(D2)

• Dans le cas quelconque :

sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|eT de|2
)
≤ C sup

B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|de|2
)

Dans le cas où e est obtenue par minimisation dans l’orbite de jauge d’une base ē = ε◦u, on a l’estimation

sup
B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|eT de|2
)
≤ C sup

B(x,r)⊂Ω

(
1

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2
)

Lemme 6.1.4 :

Démonstration. Premier cas : Inégalité de Wente appliqué à l’équation de A donnée dans la preuve précédente.
Deuxième cas : On reprend l’estimation de A dans le lemme précédent :

‖eT de‖L2,m−2(Ω) ≤ ‖dA‖L2,m−2(Ω) ≤ C1‖de‖2L2,m−2(Ω)

Si e est obtenue par minimisation dans l’orbite de jauge d’une base ē = ε ◦ u :
Soit B(x, r) ⊂ Ω. On note P la projection orthogonale sur TN . Comme |de|2 ≤ |eT de|2 + C|du|2 :

‖de‖2L2,m−2(Ω) ≤ ‖eT de‖2L2,m−2(Ω) + C‖du‖2L2,m−2(Ω)

≤ ‖ēT dē‖2L2,m−2(Ω) + C‖du‖2L2,m−2(Ω)

≤ (‖ε‖2W 1,∞ + C)‖du‖2L2,m−2(Ω)
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6.2 Preuve de Hélein
Cette section vient de [1], chapitre 4.

6.2.1 Cas où M est une surface

Soit N une variété riemannienne C2 sans bord, (M, g) une surface riemannienne et u ∈ H1(M;N ).
Si u est faiblement harmonique alors u est de classe C1,α.
De plus, si N est plongé dans RN de manière Cl,α pour un certain l ≥ 2, alors u est aussi Cl,α.

Théorème 6.2.1 :

On applique le lemme 6.1.3 : on choisit une boule B2 de sorte que ‖du‖2L2(B2) < γ0 et on obtient une base de
Coulomb e pour u. Pour a, b ∈ [[1, n]], posons

αa = 〈∂xu, ea〉 − i 〈∂yu, eb〉 , ωab :=

〈
∂eb
∂z̄

, ea

〉
En écrivant du =

∑n
a=1 〈du, ea〉 ea, les relations{

d2u = 0
d(?du) = d((∂xu)dy − (∂xu)dx) = (∆u)dx ∧ dy ⊥ TuN

se réécrivent ∂̄αa = ωabα
b. On remarque que α ∈ L2(B2;Cn) et que ω ∈ L(2,1)(B2; son ⊗ C) (lemme 6.1.4).

Pour tout z0 ∈ B2 on choisit une boule B2
z0 centrée en z0 telle que ‖ω|B2

z0
‖L(2,1) ≤ 1

3
√

2π
.

On pose η := ω1B2
z0

(définit sur C) et on définit l’opérateur

∀β ∈ L∞(C;Mn(C)), ∀z ∈ C, T (β)(z) :=

∫
C

η(v)β(v)

π(z − v)
dv =

∫
B2
z0

ω(v)β(v)

π(z − v)
dv

Alors T est la composition de la convolution avec 1
πz (noyau de ∂̄) et de la multiplication par η. Donc

‖T‖L∞→L∞ ≤ ‖
1

πz
‖L(2,∞)‖ω‖L(2,1) <

1

3

En particulier, l’équation β − T (β) = In possède une unique solution β ∈ L∞(C;Mn(C)) et vérifie

‖β − In‖L∞(B2
z0

) ≤
2

3

Donc β est à valeurs dans GLn(C) et vérifie ∂̄β = ωβ dans B2
z0 . On obtient dans

∂̄(β−1α) = β−1(ω − ω)α = 0

Donc β−1α est holomorphe sur B2
z0 et en particulier α ∈ L∞loc, i.e. u localement lipschitz.

L’équation
−∆u = A(u)(∇u,∇u)

donne alors que ∆u ∈ L∞loc et donc u ∈ C1,α.

6.2.2 Cas quelconque
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Soit Ω un ouvert d’une variété riemannienne (M, g) de dimension m et N une sous-variété riemannienne
compacte plongée isométriquement de manière C5 dans (RN , 〈., .〉RN ). On suppose g de classe C0,α. Soit
u ∈ H1(Ω;N ) faiblement stationnaire.
Il existe S ⊂ Ω un fermé dont la (m− 2)eme dimension de Hausdorff est nulle et tel que u ∈ C1,α(Ω \ S;N ).

Théorème 6.2.2 :

Remarque : Dans le cas où il est possible de construire une base orthonormée lisse globale sur N , on peut
supposer N seulement de classe C2 pour que le résultat soit valide.

On peut supposer que Ω est un ouvert de Rm et on note

∀B(x, r) ⊂ Ω, Ex,r(du) :=
1

rm−2

∫
B(x,r)

|du|2dx, Mx,r(u) := sup
B(y,ρ)⊂B(x,r)

1

ρm−1

∫
B(y,ρ)

|du|

L’inégalité de Poincaré donne que Mx0,r(u) contrôle ‖u‖BMO(B(x0,r)) et Cauchy-Schwarz donne que Mx0,r(u) et
contrôlé par Ex0,2r(u) :

Mx0,r(u) ≤ sup
0<ρ<r

C
√
Ex0,ρ(du) ≤ C

√
Ex,2r(du) < +∞

Sous les hypothèses précédentes, il existe ε > 0, θ ∈ (0, 1) et τ < 1
2 tels que si B(y, 2r) ⊂ Ω avec r < 1 et

Ey,2r(u) ≤ 22−mε2 alors My,τr(u) ≤ θMy,r(u).

Théorème 6.2.3 :

Démonstration. Prenons y ∈ Ω et r > 0 tels que B(y, 2r) ⊂ Ω et Ey,2r(u) ≤ 22−mε2. La formule de monotonicité
dit que

∀B(z, ρ) ⊂ B(y, r), Ez,ρ(u) ≤ Ey,r(u) ≤ 2m−2Ey,2r(u) ≤ ε2

Le but est d’estimer My,τr(u) par My,r(u) (pour τ bien choisi). En particulier, il suffit de le faire pour tout (z, ρ)
tel que B(z, τρ) ⊂ B(y, τr) (car alors B(z, ρ) ⊂ B(y, r) et Mz,ρ(u) ≤My,r(u)).

La partie sur le tore (lemme 6.1.4), on peut construire un repère de Coulomb e qui soit une section de u∗F sur
B(z, ρ) telle que (ρ < r < 1)∫

B(z,ρ)

|de|2 ≤ sup
B(x,r)⊂B(z,ρ)

Ex,r(de) ≤ C sup
B(x,r)⊂B(z,ρ)

Ex,r(du)

On utilise la décomposition de Hodge de la 1-forme

φa := 〈d[ζ(u− uz,ρ)], ea〉

où ζ ∈ C∞c (Rm) dont le support est inclus dans B(z, 3ρ
4 ), vaut 1 sur B(z, 5ρ

8 ) et dont le gradient est contrôlé par
ρ−1. On obtient

〈d[ζ(u− uz,ρ)], ea〉 = dwa + δva

et donc −∆wa = −
∑m
α=1 ∂αφ

a
α sur Rm et en particulier, dans B(z, ρ2 ),

−∆wa = −
m∑
α=1

∂α 〈∂αu, ea〉 = −
m∑
α=1

〈∂αu, ∂αea〉 = −
∑

(α,b)∈[[1,m]]×[[1,n]]

〈∂αu, eb〉 〈∂αea, eb〉
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En particulier, le fait que e soit une base de Coulomb s’écrit δ 〈dea, eb〉 = 0 pour tout a, b ∈ [[1, n]]. Donc il existe
une 2-forme Aba ∈ W 1,2(B(z, ρ); Λ2Rm) telle que 〈dea, eb〉 = −δAba et de même que dans le lemme 6.1.4, il existe
C > 0 dépendant uniquement de N telle que∫

B(z,ρ)

|dA|2 ≤ sup
B(x,r)⊂B(z,ρ)

Ex,r(dA) ≤ C sup
B(y,s)⊂B(z,ρ)

Ey,s(du)

Notons Aba = (Aba)αβdx
α ∧ dxβ . Alors

〈dea, eb〉 =
∂(Aba)αβ
∂xα

dxβ

Et par suite, en notant {f, g}αβ = {f, g}αβ = (∂αf)(∂βg)− (∂αg)(∂βf),

−∆wa = −
〈
∂(Aba)βα
∂xβ

∂u

∂xα
, eb

〉
=
〈
{u, (Aba)αβ}αβ , eb

〉
De même, on obtient une équation elliptique pour va : on applique l’opérateur d à la décomposition de Hodge pour
obtenir

−∆vaαβdx
α ∧ dxβ = −∆2v

a = d 〈ea, d[ζ(u− uz,ρ)]〉 = {ea, ζ(u− uz,ρ)}αβdxα ∧ dxβ

On décompose wa sur B(z, ρ2 ) en wa = wa0 + wa1 où ∆wa0 = 0 sur B(z, ρ2 ) et wa1 = 0 sur ∂B(z, ρ2 ). Il suit que

|du| ≤ C
n∑
a=1

|dwa0 |+ |dwa1 |+∑
α,β

|dvaαβ |

 sur B(z,
ρ

2
)

L’équation suivie par vaαβ ci-dessus ainsi que le lemme 4.3.4 donnent∫
B(z,ρ)

|dvaαβ |2 =

∫
B(z,ρ)

{ea, ζ(u− uz,ρ)}αβvaαβ ≤ C‖dvaαβ‖L2(Rm)‖dea‖L2(B(z,ρ))‖ζ(u− uz,ρ)‖BMO(Rm)

Mais l’estimation de la décomposition de Hodge sur les 1-formes donne∫
Rm
|dvaαβ |2 ≤ C

∫
Rm
|d[ζ(u− uz,ρ)]|2 ≤ C‖du‖2L2(B(z,ρ))

Par le lemme 6.1.4, on contrôle également ‖dea‖L2(B(z,ρ)). Pour estimer ‖ζ(u− uz,ρ)‖BMO(Rm), on utilise la même
méthode que dans la proposition 5.1.4 pour obtenir

‖ζ(u− uz,ρ)‖BMO(Rm) ≤ CMz,ρ(u)

Ainsi, comme ‖du‖2L2(B(z,ρ)) = ρm−2Ez,ρ(u) ≤ ρm−2ε2 par choix de (z, ρ),∫
Rm
|dvaαβ |2 ≤ Cρm−2ε2Mz,ρ(u)

Et donc Cauchy-Schwarz donne
1

ρm−1

∫
B(z,ρ)

|dvaαβ | ≤ CεMz,ρ(u)

Passons à wa1 . On sait que {
−∆wa1 =

〈
{u, (Aba)αβ}αβ , eb

〉
dans B(z, ρ2 )

wa1 = 0 sur ∂B(z, ρ2 )

En particulier, pour tout ψ ∈ C∞c (B(z, ρ2 )),∫
B(z, ρ2 )

〈dwa1 , dψ〉 =

∫
B(z, ρ2 )

〈
{u, (Aba)αβ}αβ , ψeb

〉
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Problème : a priori wa1eb n’est pas dans H1 (wa1 n’est pas forcément L∞). On considère donc ψ la solution de{
−∆ψ = div

(
∇wa1
|∇wa1 |

)
dans B(z, ρ2 )

ψ = 0 sur Rm \B(z, ρ2 )

Comme ∇wa1
|∇wa1 |

est uniformément borné dans L∞, on trouve que ψ ∈
⋂

1<q<∞W 1,q(Rm) et en particulier, ψ ∈
L∞(Rm) ∩H1(Rm) avec les estimations

‖ψ‖L∞ ≤ Cρ, ‖dψ‖L2 ≤ Cρm2

Par suite, ψeb est dans H1(Rm) (en étendant par 0 en dehors de B(r, ρ2 )) et

‖d(ψeb)‖L2(Rm) ≤ ‖ψ‖L∞‖deb‖L2(B(z,ρ)) + ‖dψ‖L2 ≤ Cρερ
m−2

2 + Cρ
m
2 ≤ Cρm2

Ainsi,∫
B(z, ρ2 )

〈dwa1 , dψ〉 =

∫
Rm

〈
{ζ(u− uz,ρ), ζ(Aba)αβ}αβ , ψeb

〉
≤ C‖ζ(u− uz,ρ)‖BMO(Rm)‖d[ζ(Aba)αβ ]‖L2‖d(ψeb)‖L2

Les estimations précédentes donnent∫
B(z, ρ2 )

|∇wa1 | =
∫
B(z, ρ2 )

wa1div
(
∇wa1
|∇wa1 |

)
=

∫
B(z, ρ2 )

〈dwa1 , dψ〉 ≤ Cερm−1Mz,ρ(u)

Pour wa0 , on a
|dwa0 | ≤ |dwa1 |+ |dwa| ≤ |dwa1 |+ C(|du|+ |dvaαβ |)

Donc en intégrant,
1

ρm−1

∫
B(z, ρ2 )

|dwa0 | ≤ CMz,ρ(u)

Or wa0 est harmonique donc pour tout τ ∈ (0, 1
2 ), on a

1

(τρ)m−1

∫
B(z,τρ)

|dwa0 | ≤ CτMz,ρ(u)

On a donc estimé tous les termes et on obtient

1

(τρ)m−1

∫
B(z,τρ)

|du| ≤ C(ε+ τ)Mz,ρ(u)

Pour ε et τ assez petit,

∀B(z, τρ) ⊂ B(y, r),
1

(τρ)m−1

∫
B(z,τρ)

|du| ≤ θMy,r(u)

i.e. My,τr(u) ≤ θMy,r(u).

Avec les hypothèses précédentes, il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ Ω et R > 0, si Ex,4R(du) ≤ ε2 alors u
est hölderienne au voisinage de x.

Théorème 6.2.4 :
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Démonstration. Soit x ∈ Ω et R > 0 tel que B(x, 4R) ⊂ Ω et Ex,4R(u) ≤ ε2. Alors pour tout y ∈ B(x, 2R),
B(y, 2R) ⊂ Ω et

Ey,2R(du) ≤ 2m−2Ex,4R(du) ≤ 2m−2ε2

Donc pour r ∈ (0, R), Ey,2r(du) ≤ Ey,2R(du) ≤ 2m−2ε2. Par conséquent, il existe θ ∈ (0, 1) et τ ∈ (0, 1
2 ) tels que

∀r ∈ (0, R), My,τr(u) ≤ θMy,r(u)

Par suite,

∀r ∈ (0, R), My,r(u) ≤ 1

θ

( r
R

) log θ
log τ

My,R(u)

En particulier,
1

rm−1

∫
B(y,r)

|du| ≤ C
( r
R

) log θ
log τ

My,R(u)

Et l’inégalité de Poincaré donne

∀y ∈ B(x, 2R), ∀r ∈ (0, R), ∀q ∈
[
1,

m

m− 1

]
,

(
1

rm

∫
B(y,r)

|u− uy,r|q
) 1
q

≤ Cr
log θ
log τ

i.e. u est de classe C0, log θlog τ dans B(x, 2R).

6.3 Preuve de Rivière
Cette section vient de [2].

6.3.1 Applications harmoniques
Comme vu précédemment, on peut se limiter au cas où u est à valeurs dans un tore. Par soucis de simplicité en

utilisant la section 6.1, on considérera que N est difféomorphe à un tore T2 (de dimension 2), que l’on plonge de
manière isométrique dans un RN . Soit u ∈ H1(D2;T2) vérifiant faiblement ∆u+A(u)(∇u,∇u) = 0.
On considère ε = (ε1, ε2) une base régulière globale orthonormée de T2 et on pose ẽ = ε ◦ u. On considère l’énergie

inf
ψ∈H1(D2;R)

∫
D2

| 〈∇e2, e1〉 |2 dxdy

où e1(x, y) + ie2(x, y) = eiψ(x,y)(ẽ1(x, y) + ẽ2(x, y)). Ce problème variationnel est bien posé car

| 〈∇e2, e1〉 |2 = |∇ψ + 〈ẽ1,∇ẽ2〉 |2

et donc il existe un unique (la fonctionnelle que l’on cherche à minimiser est strictement convexe et coercive)
minimiseur ψ vérifiant

0 = div(∇ψ + 〈ẽ1,∇ẽ2〉) = div(〈e1,∇e2〉)

Par conséquent, il existe φ ∈ H1(D2;R) tel que 〈e1,∇e2〉 = ∇⊥φ et φ vérifie

−∆φ =
〈
∇e1,∇⊥e2

〉
=

N∑
j=1

[(∂ye
j
1)(∂xe

j
2)− (∂ye

j
2)(∂xe

j
1)]

On note que l’hypothèse u harmonique s’écrit 〈∆u, e1〉 = 〈∆u, e2〉 = 0 et ceci se réécrit
div(〈e1,∇u〉) = −〈∇e2, e1〉 · 〈e2,∇u〉
div(〈e2,∇u〉) = 〈∇e2, e1〉 · 〈e1,∇u〉
rot(〈e1,∇u〉) = −

〈
∇⊥e2, e1

〉
· 〈e2,∇u〉

rot(〈e2,∇u〉) =
〈
∇⊥e2, e1

〉
· 〈e1,∇u〉
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On effectue alors la décomposition de Hodge de 〈ei,∇u〉 :

∀i ∈ {1, 2}, 〈ei,∇u〉 = ∇Ci +∇⊥Di

On note W = (C1, C2, D1, D2) ∈ H1(D2;R4) et on obtient le système

−∆W = Ω · ∇W

(se lie −∆W i = Ωij · ∇W j) où

Ω =


0 −∇⊥φ 0 −∇φ
∇⊥φ 0 ∇φ 0

0 ∇φ 0 −∇⊥φ
−∇φ 0 ∇⊥φ 0

 ∈ L(2,1)(D2;M4(R)⊗ Λ1R2)

Soit Ω ∈ L(2,1)(D2;Mn(R)⊗ Λ1R2) et W ∈W 1,2(D2;Rn) une solution de

−∆W = Ω · ∇W

Alors il existe p > 2 tel que W ∈W 1,p(B(0, 1
2 )), en particulier, W est hölderienne.

Théorème 6.3.1 :

Démonstration. Fixons ε0 > 0 et prenons ρ0 > 0 tel que

∀r ∈ (0, ρ0), ∀p ∈ B(0,
1

2
), ‖Ω‖L(2,1)(B(p,r)) ≤ ε0

Soit r < ρ0 et p ∈ B(0, 1
2 ). On introduit la décomposition W = Φ + V avec{

∆Φ = Ω · ∇W dans B(p, r)
Φ = 0 sur ∂B(p, r)

{
∆V = 0 dans B(p, r)
V = W sur ∂B(p, r)

En notant K la fonction de Green du Laplacien, l’inégalité de Young donne

‖∇Φ‖L(2,∞)(B(p,r)) ≤ ‖∇K‖L(2,∞)‖Ω · ∇W‖L1 ≤ C0

∫
B(p,r)

|Ω · ∇W | ≤ C0ε0‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r))

Comme V est harmonique, pour tout δ ∈ (0, 1), le lemme 4.1.5 donne

‖∇V ‖2L(2,∞)(B(p,rδ)) ≤ C1δ
2‖∇V ‖2L(2,∞)(B(p,r))

Il suit

‖∇W‖L(2,∞)(B(p,rδ)) ≤ C0ε0‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r)) + C1δ
2‖∇V ‖L(2,∞)(B(p,r))

≤ C0ε0‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r)) + C1δ
2
(
‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r)) + ‖∇Φ‖L(2,∞)(B(p,r))

)
≤

(
C0ε0 + C1δ

2 (1 + C0ε0)
)
‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r)) ≤

1

2
‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r))

pour ε0 > 0 et δ > 0 assez petits. Ainsi il existe 2 > α > 0 tel que

sup
p∈B(0, 12 ),0<r< 1

4

r−α‖∇W‖L(2,∞)(B(p,r)) < +∞

48



Et donc
sup

p∈B(0, 12 ),0<r< 1
4

r−α‖Ω · ∇W‖L1(B(p,r)) < +∞

Comme en fin de section 5.2, on conclut que pour

∀p ∈ B
(

0,
1

4

)
, |∇W (p)| ≤ C

[
1

|x|
∗ (1B(0, 12 )|∆W |)(p) + 1

]
Donc le lemme 4.3.3 permet d’en déduire ∆W ∈ Lp pour un certain p > 1, et on conclut par un argument de
bootstrap.

6.3.2 Conjecture de Heinz-Hildebrandt
On cherche à généraliser la preuve précédente afin de démontrer la conjecture de Heinz-Hildebrandt sur une

variété de départ de dimension 2. On peut donc se restreindre au cas où M = D2. L’équation générale est de la
forme (voire section 3.2)

∆u+A(u)(∇u,∇u) = H(u)(∇⊥u,∇u)

La preuve précédente repose sur deux ingrédients : l’existence d’une jauge de Coulomb (div(〈ej ,∇ei〉) = 0) qui
permet d’obtenir une structure jacobienne ainsi que l’inégalité de Wente qui permet d’assurer une régularité L(2,1)

au lieu de L2.
La question est : qu’est-ce qui différencie des nonlinéarités de la forme |∇u|2 de A(u)(∇u,∇u)−H(u)(∇⊥u,∇u) ?
Dans le cas où Nn ⊂ Rn+1 est une hypersurface, l’équation des applications harmoniques s’écrit, en notant ν le
vecteur normal unitaire à N ,

∀i ∈ [[1, n+ 1]], −∆ui =
∑
j

〈
∇(ν(u)j),∇uj

〉
ν(u)i

De plus, pour tout α, ∂αu ⊥ ν(u) donc
∑
j ν(u)j∇uj = 0 et on peut récrire l’équation sous la forme

∀i ∈ [[1, n+ 1]], −∆ui =
∑
j

[
ν(u)i∇(ν(u)j)− ν(u)j∇(ν(u)i)

]
· ∇ui

Et on remarque alors que la matrice
(
ν(u)i∇(ν(u)j)− ν(u)j∇(ν(u)i)

)
1≤i,j≤n+1

est anti-symétrique. C’est en fait,
tout ce dont on a besoin pour montrer la continuité hölderienne. On montrera à la fin de la section que l’équation
∆u+A(u)(∇u,∇u) = H(u)(∇⊥u,∇u) se récrit ∆ui = Ωij · ∇uj avec Ωij = −Ωji ∈ RN .

En partant d’une équation de la forme ∆u = Ω · ∇u avec Ω ∈ L2(D2; soN ⊗R2), on cherche à retrouver des lois
de conservation. Dans le cas où Ω est de la forme ∇⊥ξ, on a div(∇u− ξ∇⊥u) = 0 et on cherche donc une relation
de la forme de la forme div(A∇u−B∇⊥u) = 0 avec ∇A−AΩ = −∇⊥B (cf plus bas 3.2.8).
Une première idée serait d’effectuer une décomposition de Hodge : Ω = ∇⊥ξ −∇P et l’équation sur A devient

∆A = ∇A · ∇⊥ξ − div(A∇P )

Le premier terme est jacobien, ce qui est une bonne chose mais bien que le second soit sous forme de divergence
A∇P est juste dans L1, on ne peut pas en déduire d’amélioration de la régularité de A.

La décomposition de Hodge habituelle ne convient pas, on cherche donc une sorte de décomposition non linéaire.
On commence avec un peu plus de régularité. On commence par montrer le résultat au voisinage des Ω de la forme
∇⊥ξ (lemme 6.3.3). Puis ce gain de régularité permet de translater ce type de voisinages vers des voisinages de Ω
n’étant pas de la forme ∇⊥ξ, tant que Ω est assez petit (lemme 6.3.4). Enfin, on montre le cas général par densité
de W 1,2 dans L2 (lemme 6.3.6).
La preuve qui suit est une adaptation de [8].
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Il existe ε = ε(m) > 0 et C = C(m) > 0 tels que pour tout Ω ∈W 1,2(D2; som⊗Λ1R2) vérifiant ‖Ω‖2L2(D2) ≤ ε,
il existe ξ ∈W 2,2(D2; som) et P ∈W 2,2(D2;SOm) tels que

i) Ω = P∇⊥ξP−1 −∇PP−1

ii) ξ = 0 sur ∂D2

iii) ‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖P‖W 1,2(D2) ≤ C‖Ω‖L2(D2)

iv) ‖ξ‖W 2,2(D2) + ‖P‖W 2,2(D2) ≤ C‖Ω‖W 1,2(D2)

Lemme 6.3.2 :

Démonstration. On introduit l’ensemble

Uε,C :=

{
Ω ∈W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R2) |

∫
D2

|Ω|2 ≤ ε, ∃(ξ, P ) ∈W 2,2(D2; som)×W 2,2(D2;SOm) vérifiant i)-iv)
}

Montrons que Uε,C est ouvert, fermé non vide pour ε > 0 assez petit. Comme BW 1,2(D2;som⊗Λ1R2)(0,
√
ε) est connexe

par arcs, on aura alors le résultat pour tout Ω dans cette boule.

BW 1,2(D2;som⊗Λ1R2)(0,
√
ε) est connexe par arcs : Posons φt : x 7→ tx pour t ∈ [0, 1]. On considère le chemin

t 7→ φ∗tΩ (tiré en arrière de Ω par φt). Comme
∫
D2 |φ∗tΩ|2 =

∫
B(0,t)

|Ω|2 est une fonction croissante de t, on a un
chemin t 7→ Ωt dans W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R2) vérifiant

∫
D2 |Ωt|2 ≤ ε connectant 0 à Ω.

Uε,C 6= ∅ : le choix ξ = 0 et P = IN donne 0 ∈ Uε,C pour tout ε et tout C)

Uε,C est fermé : Soit (Ωk)k∈N ∈ (Uε,C)N convergeant dans W 1,2 vers un certain Ω ∈W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R2). On
considère (ξk)k et (Pk)k les décompositions associées.
Par iv), quitte à extraire, on peut supposer que (Pk)k et (ξk) convergent faiblement dansW 2,2, fortement dansW 1,2

(par Rellich-Kondrakov) et presque partout vers des certains P ∈W 2,2(D2;Mm(R)) et ξ ∈W 2,2(D2;Mm(R)).
La convergence presque partout donne P ∈W 2,2(D2;SOm) et ξ ∈W 2,2(D2; som).
Comme (Pk)k est bornée dans L∞ (chaque Pk est à valeurs dans SOm), on peut passer à la limite dans l’égalité
Ωk = Pk∇⊥ξkPTk −∇PkPTk pour avoir Ω = P∇⊥ξPT −∇PPT .
De plus, par convergence forte : ‖Ω‖L2(D2) = limk→∞ ‖Ωk‖L2(D2) ≤

√
ε et

‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖P‖W 1,2(D2) = lim
k→∞

‖ξk‖W 1,2(D2) + ‖Pk‖W 1,2(D2) ≤ C lim
k→∞

‖Ωk‖L2(D2) = C‖Ω‖L2(D2)

Par convergence faible :

‖ξ‖W 2,2(D2) + ‖P‖W 2,2(D2) ≤ lim inf
k→∞

‖ξk‖W 2,2(D2) + ‖Pk‖W 2,2(D2) ≤ C lim inf
k→∞

‖Ωk‖W 1,2(D2) = C‖Ω‖W 1,2(D2)

Et donc Ω ∈ Uε,C et Uε,C est fermé.

Uε,C est ouvert : Fixons C > 0 et montrons qu’il existe ε = ε(C) > 0 tel que Uε,C soit ouvert. Soit Ω ∈ Uε,C et
(ξ, P ) la décomposition associée.

Plan de la preuve :
On commence par montrer qu’autour de ∇⊥ξ, on peut toujours effectuer une telle décomposition en utilisant le
théorème des fonctions implicites (lemme 6.3.3). Ensuite, le fait que P soit de classe W 2,2 permet de faire une
"translation" continue de ce résultat lorsque Ω n’est pas de la forme ∇⊥ξ (lemme 6.3.4), ce qui revient plus ou
moins à appliquer le théorème des fonctions implicites directement en Ω. Le problème est qu’a priori, on perd les
estimations d’énergie. Mais l’injection de Sobolev W 1,1(R2) ↪→ L2(R2) permet de les retrouver (lemme 6.3.5).
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Il existe ε > 0 tel que si ‖∇⊥ξ‖L2 ≤ ε alors pour tout α > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout λ ∈
W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R) vérifiant ‖λ‖W 1,2 ≤ δ, il existe ξλ ∈W 2,2(D2; som) et Qλ ∈W 2,2(D2;SOm) vérifiant{

∇⊥ξλ = Q−1
λ ∇Qλ +Q−1

λ (∇⊥ξ + λ)Qλ dans D2

ξλ = 0 sur ∂D2 et ‖Qλ − Im‖W 2,2 + ‖ξλ − ξ‖W 2,2 ≤ α

Lemme 6.3.3 :

Démonstration. On considère les espaces

Ek :=

{
U ∈W k,2(D2; som) |

∫
D2

U = 0, ∂νU|∂D2 = 0

}
, F :=

{
V ∈ L2(D2;SOm) |

∫
D2

V = 0

}
ainsi que l’opérateur

L :

∣∣∣∣ E2 × E1 → F
(U, λ) 7→ div

(
e−U∇(eU ) + e−U (∇⊥ξ + λ)eU

)
L est une application lisse dont la différentielle partielle en U , au point (0, 0) est

∂UL(0, 0) : ψ ∈ E2 7→ div
(
∇ψ + [∇⊥ξ, ψ]

)
= ∆ψ + [∇⊥ξ,∇ψ] ∈ F

Montrons que cet opérateur est inversible pour ‖∇⊥ξ‖L2 assez petit.
∂UL(0, 0) est injectif : si ψ ∈ E2, alors pour tout 1 < p < 2 ψ ∈ W 2,p(D2; som) et ∂UL(0, 0)ψ ∈ Lp(D2;SOm) par
conséquent :

‖∂UL(0, 0)ψ‖Lp ≥ ‖∆ψ‖Lp − ‖∇⊥ξ‖pL2‖∇ψ‖pLp∗ ≥ ‖∇ψ‖W 1,p(c1 − c2‖∇⊥ξ‖L2)

∂UL(0, 0) est surjectif : on cherche à résoudre, pour f ∈ F ,{
∆ψ + [∇⊥ξ,∇ψ] = f dans D2∫
D2 ψ = 0, ∂νψ|∂D2 = 0

Pour cela, on considère a la solution de{
∆a = f dans D2∫
D2 a = 0, ∂νa|∂D2 = 0

Puis, pour c ∈ E2, on considère bc ∈ E2 la solution de{
∆bc = −[∇⊥ξ,∇(c+ a)] dans D2∫
D2 bc = 0, (∂νbc)|∂D2 = 0

Le lemme de Wente donne que pour c, c′ ∈ E2,

‖bc − bc′‖W 1,2 ≤ C‖∇⊥ξ‖L2‖∇(c− c′)‖L2

En particulier, pour ‖∇⊥ξ‖L2 assez petit, c 7→ bc est contractante et donc il existe une solution b ∈ E2 au système{
∆b = −[∇⊥ξ,∇(b+ a)] dans D2∫
D2 b = 0, (∂νb)|∂D2 = 0

Ainsi, ψ := a+ b ∈ E2 vérifie l’équation voulue et donc l’opérateur ∂UL(0, 0) est inversible.
On peut appliquer le théorème des fonctions implicites (cf Schwartz, Analyse 2) : il existe δ > 0 tel que pour tout
λ ∈W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R) vérifiant ‖λ‖W 1,2 ≤ δ, il existe un unique Qλ ∈W 2,2(D2;SOm) vérifiant

div
(
Qλ∇Qλ +Q−1

λ (∇⊥ξ + λ)Qλ
)

= 0

Et donc il existe ξλ ∈W 2,2(D2; som) vérifiant

∇⊥ξλ = Qλ∇Qλ +Q−1
λ (∇⊥ξ + λ)Qλ

De plus, les applications λ 7→ Qλ et λ 7→ ξλ sont continues donc on obtient les estimations voulues.
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Maintenant on cherche à transposer le résultat dans le cas où Ω n’est pas exactement de la forme ∇⊥ξ. Si l’on
introduit P dans l’équation vérifiée par ξλ, on trouve :

∇⊥ξλ = (PQλ)−1∇(PQλ) + (PQλ)−1(Ω + PλP−1)PQλ

Comme P ∈ W 2,2, les applications λ 7→ PλP−1 et son inverse ζ 7→ P−1ζP sont continues de W 1,2 → W 1,2. En
posant ζ = PλP−1, R = PQλ et ν = ξλ on obtient :

Pour tout β > 0, il existe η > 0 tel que pour tout ζ ∈ W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R) vérifiant ‖ζ‖W 1,2 ≤ η, il existe
R ∈W 2,2(D2;SOm) et ν ∈W 2,2(D2;Mm(R)) tels que{

∇⊥ν = R−1∇R+R−1(Ω + ζ)R dans D2

ν = 0 sur ∂D2 et ‖R− P‖W 2,2 + ‖ν − ξ‖W 2,2 < β

Lemme 6.3.4 :

Prenons β < ε1/2. Comme ‖P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 1,2 ≤ Cε1/2 (Ω ∈ Uε,C), on obtient

‖R‖W 1,2 + ‖ν‖W 1,2 ≤ (C + 1)ε
1
2

Jusqu’ici on a montré que l’ensemble des Ω vérifiant i)-ii) du lemme 6.3.2 était un ouvert-fermé.
Pour montrer que Uε,C est ouvert-fermé, il reste à montrer les estimations :

Il existe C = C(m) > 0, ε, δ > 0 tels que pour tout P ∈W 2,2(D2;SOm) et ξ ∈W 2,2(D2; som) vérifiant{
∇⊥ξ = P−1∇P + P−1ΩP dans D2

ξ = 0 sur ∂D2

pour un certain Ω ∈W 1,2(D2; som) vérifiant
∫
D2 |Ω|2 ≤ ε, si

‖P‖W 1,2 + ‖ξ‖W 1,2 ≤ δ

alors {
‖ξ‖W 1,2(D2) + ‖P‖W 1,2(D2) ≤ C‖Ω‖L2(D2)

‖ξ‖W 2,2(D2) + ‖P‖W 2,2(D2) ≤ C‖Ω‖W 1,2(D2)

Lemme 6.3.5 :

Preuve du lemme. Sous ces hypothèses, ξ vérifie le système elliptique{
−∆ξ = −∇PT · ∇⊥P + div(PTΩP ) dans D2

ξ = 0 sur ∂D2

En particulier, l’inégalité de Wente donne

‖∇ξ‖L2 ≤ C(‖∇PT ‖L2‖∇P‖L2 + ‖Ω‖L2) ≤ Cδ‖∇P‖L2 + C‖Ω‖L2

Or ∇⊥ξ = P−1∇P + P−1ΩP donne

‖∇P‖L2 = ‖P−1∇P‖L2 ≤ ‖∇ξ‖L2 + ‖Ω‖L2
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D’où
‖∇ξ‖L2 ≤ Cδ‖∇ξ‖L2 + C(δ + 1)‖Ω‖L2

Comme ξ ∈W 2,2
0 , si δ < C/4, on trouve la première estimation.

Pour la seconde estimation, on considère l’injection W 1,1(R2) ↪→ L2(R2) pour avoir

‖ξ‖W 2,2 ≤ C(‖∇ξ‖L2 + ‖∇2ξ‖L2)

≤ C(‖Ω‖L2 + ‖∇PT · ∇⊥P + PT∇ΩP +∇PTΩP + PTΩ∇P‖L2)

≤ C(‖Ω‖W 1,2 + ‖∇PTΩ‖L2 + ‖Ω∇P‖L2 + ‖∇PT · ∇⊥P‖W 1,1)

Par Cauchy-Schwartz : ‖∇PT · ∇⊥P‖W 1,1 ≤ C‖P‖W 2,2‖P‖W 2,2 .
En utilisant W 1,1(R2) ↪→ L2(R2) puis Cauchy-Schwarz :

‖∇PTΩ‖L2 + ‖Ω∇P‖L2 ≤ C(‖∇PTΩ‖W 1,1 + ‖Ω∇P‖W 1,1) ≤ C(‖P‖W 2,2‖Ω‖W 1,2 + ‖Ω‖W 1,2‖P‖W 1,2)

Ainsi,
‖ξ‖W 2,2 ≤ C(δ + ε1/2)‖P‖W 2,2 + C‖Ω‖W 1,2

De plus ∇P = P∇⊥ξ − ΩP donne, toujours en utilisant W 1,1(R2) ↪→ L2(R2)

‖∇P‖W 1,2 ≤ C(‖ξ‖W 2,2 + ‖|∇⊥ξ||∇2P |‖L1 + ‖|∇2ξ||∇P |‖L1 + ‖Ω‖W 1,2 + ‖∇PΩ‖W 1,1)

≤ C(1 + δ)‖ξ‖W 2,2 + C(1 + δ)‖Ω‖W 1,2 + C(δ + ε1/2)‖P‖W 2,2

Donc pour ε, δ assez petits (dépendant de C), on trouve la seconde estimation.

Donc Uε,C contient un voisinage de Ω dans W 1,2.
Comme 0 ∈ Uε,C , que Uε,C est fermé et ouvert, on obtient que Ω ∈ Uε,C .

Il existe ε = ε(m) > 0 et C = C(m) > 0 tels que pour tout Ω ∈ L2(D2; som ⊗ Λ1R2) vérifiant ‖Ω‖2L2(D2) ≤ ε,
il existe ξ ∈W 1,2(D2; som) et P ∈W 1,2(D2;SOm) tels que

• Ω = P∇⊥ξP−1 −∇PP−1

• ξ = 0 sur ∂D2

• ‖ξ‖L2(D2) + ‖∇P‖L2(D2) ≤ C‖∇Ω‖L2(D2)

Théorème 6.3.6 : Décomposition de Hodge non-linéaire

Démonstration. Prenons Ω ∈ L2(D2; som⊗Λ1R2) vérifiant
∫
D2 |Ω|2 ≤ ε. Par densité, il existe une suite (Ωk)k dans

W 1,2(D2; som ⊗ Λ1R2) convergeant dans L2 vers Ω.
On considère (ξk, Pk) donnés par le lemme précédent pour Ωk.
Les estimations associées disent que quitte à extraire, on peut supposer que (ξk, Pk)k converge faiblement dansW 1,2

vers un certain (ξ, P ). En particulier, on a (quitte à réextraire) convergence presque partout.
Ainsi, les égalités PTk Pk = Im donnent PTP = Im et P ∈W 1,2(D2;SOm).
De plus, le théorème de Rellich-Kondrakov dit que (quitte à extraire encore) (Pk)k converge fortement dans Lq
(pour tout q <∞). Par conséquent, (PTk ΩkPk)k (resp. PTk ∇Pk) converge dans D′(D2) vers PTΩP (resp. PT∇P ).
Donc ∇⊥ξ = P−1∇P + P−1ΩP est vérifiée dans D′(D2).
Par continuité de la trace, ξ = 0 sur ∂D2.
Par semi-continuité de la norme W 1,2 par rapport à la faible convergence W 1,2, on conserve l’estimation d’énergie.

Maintenant que notre décomposition de Ω est faite, on peut construire les A et B décrivant la loi de conservation.
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Il existe ε0 = ε0(N) > 0 tel que pour tout Ω ∈ L2(D2; soN ⊗ Λ1R2) vérifiant ‖Ω‖2L2(D2) ≤ ε0, il existe
A ∈ L∞ ∩W 1,2(D2;GLN (R)) et B ∈W 1,2(D2;MN (R)) tels que

• ∇A−AΩ = −∇⊥B

•
∫
D2 |∇A|2 + ‖dist(A,SON ∩GLN (R))‖L∞(D2) ≤ C(N)

∫
D2 |Ω|2

Théorème 6.3.7 :

Démonstration. Prenons P et ξ comme précédemment. A chaque A ∈ L∞∩W 1,2(D2;MN (R)), on associe Ã := AP .
Supposons que ∇A−AΩ = −∇⊥B. Alors

∆(AP ) = ∇ · (∇AP +A∇P ) = ∇ · (A(P∇⊥ξ −∇P )−∇⊥BP +A∇P ) = ∇(AP ) · ∇⊥ξ −∇⊥B · ∇P

Et comme ∇(PP−1) = 0,

−∆B = ∇⊥ · (∇A−AP∇⊥ξP−1 −A∇PP−1) = ∇⊥ · (AP∇⊥ξP−1) +∇⊥(AP ) · ∇P−1

Ainsi Ã et B vérifient le système {
∆Ã = ∇Ã · ∇⊥ξ −∇⊥B · ∇P
∆B = div(Ã∇ξP−1)−∇⊥Ã · ∇P−1

Pour montrer l’existence d’une solution à ce système, on va procéder par un argument de point fixe. Pour Â ∈
L∞ ∩W 1,2(D2;MN (R)) et B̂ ∈W 1,2(D2;MN (R)), on considère le système

∆Ã = ∇Â · ∇⊥ξ −∇⊥B̂ · ∇P
∆B = div(Â∇ξP−1)−∇⊥Â · ∇P−1

∂νÃ = 0,
∫
D2 Ã = πIN

B = 0, sur ∂D2

La même preuve que l’inégalité de Wente (on remplace juste la condition de Dirichlet par une condition de Neuman)
donne

‖∇Ã‖L2 + ‖Ã− IN‖L∞ ≤ C(‖∇Â‖L2‖∇ξ‖L2 + ‖∇B̂‖L2‖∇P‖L2)

et en notant B0 la solution de {
∆B0 = div(∇ξP−1) dans D2

B0 = 0 sur ∂D2

alors
‖∇(B̃ −B0)‖L2 ≤ C(‖Â− IN‖L∞‖∇ξ‖L2 + ‖∇Â‖L2‖∇P‖L2)

Par conséquent, si ‖ξ‖L2(D2) + ‖∇P‖L2(D2) est assez petit, on peu appliquer un théorème de point fixe dans
(L∞ ∩W 1,2(D2;MN (R)))×W 1,2(D2;MN (R)) pour trouver l’existence de (Ã, B) solution de

∆Ã = ∇Ã · ∇⊥ξ −∇⊥B · ∇P
∆B = div(Ã∇ξP−1)−∇⊥Ã · ∇P−1

∂νÃ = 0, B = 0, sur ∂D2∫
D2 Ã = πIN

Par construction, A := ÃP−1 satisfait
∫
D2 |∇A|2 + ‖dist(A,SON ∩GLN (R))‖L∞(D2) ≤ C(N)

∫
D2 |Ω|2.

Il reste à montrer que (A,B) vérifie l’identité voulue.
On introduit donc la décomposition de Hodge ∇Ã− Ã∇⊥ξ +∇⊥BP = ∇C +∇⊥D où{

∆C = div(∇Ã− Ã∇⊥ξ +∇⊥BP ) = 0 dans D2

C = 0 sur ∂D2
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Par conséquent, C = 0 sur D2. D’autre part, en reprenant le système vérifié par Ã et B (si une fonction f définit
sur D2 vérifie f = 0 sur ∂D2 alors (ν · ∇⊥)f = 0 sur ∂D2), on remarque que D vérifie{

div(∇DP−1) = 0 dans D2

(ν · ∇⊥)D = 0 sur ∂D2

Il existe donc E ∈W 1,2(D2;MN (R)) tel que ∇⊥E = ∇DP−1 et E vérifie{
−∆E = ∇⊥D · ∇P−1 dans ∂D2

∂νE = 0 sur ∂D2

L’inégalité de Wente (en changeant les conditions au bord) donne∫
D2

|∇E|2 ≤ C0

∫
D2

|∇D|2
∫
D2

|∇P−1|2

Or ∇D = ∇⊥EP et donc |∇D| ≤ |∇E|. Par suite, si ‖∇P−1‖L2 = ‖∇P‖L2 et assez petite, D = 0. Donc

∇Ã− Ã∇⊥ξ +∇⊥BP = 0

Par conséquent, en posant A = ÃP−1, on obtient, toujours avec ∇(P−1P ) = 0,

−∇⊥B = ∇ÃP−1 − Ã∇⊥ξP−1 = ∇ÃP−1 − Ã(P−1Ω + P−1∇PP−1) = ∇(ÃP−1)− ÃP−1Ω

Soit Ω ∈ L2(D2; soN ⊗ R2) et A,B ∈W 1,2(D2;MN (R)) telles que

∇A−AΩ = −∇⊥B

Si A est inversible presque partout avec ‖A‖L∞(D2) +‖A−1‖L∞(D2) < +∞, alors u est une solution au système
de Schrödinger −∆u = Ω · ∇u si et seulement si div(A∇u−B∇⊥u) = 0.
Dans ce cas, u ∈ C0,α

loc (D2) un certain α > 0.

Théorème 6.3.8 :

Démonstration. La première partie du théorème vient du calcul

div(A∇u−B∇⊥u) = A∆u+∇A · ∇u−∇B · ∇⊥u = A∆u+ (∇A+∇⊥B) · ∇u = A(∆u+ Ω · ∇u)

Pour la régularité, on fait comme précédemment : on cherche l’existence d’un α > 0 tel que

sup
p∈B(0, 12 ),0<ρ< 1

4

ρ−α
∫
B(p,ρ)

|∆u| < +∞

Fixons ε0 > 0 et prenons ρ0 > 0 tel que

∀p ∈ B(0,
1

2
), ∀r ∈ (0, ρ0),

∫
B(p,r)

|∇A|2 + |∇B|2 < ε0

Prenons r < ρ0 et p ∈ B(0, 1
2 ). Alors A∇u vérifie{

div(A∇u) = ∇B · ∇⊥u = (∂yB)(∂xu)− (∂xB)(∂yu)
rot(A∇u) = −∇A · ∇⊥u = (∂xA)(∂yu)− (∂yA)(∂xu)
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Introduisons alors la décomposition de Hodge A∇u = ∇C +∇⊥D où C ∈ W 1,2
0 (B(p, r);R) et D ∈ W 1,2(B(p, r)).

Il suffit de considérer C comme solution de{
∆C = div(A∇u) = ∇B · ∇⊥u dans B(p, r)
C = 0 sur ∂B(p, r)

L’inégalité de Wente garanti que C ∈W 1,2
0 (B(p, r)) et que

‖∇C‖L2(B(p,r)) ≤ C0‖∇B‖L2(B(p,r))‖∇u‖L2(B(p,r)) ≤ C0ε0‖∇u‖L2(B(p,r))

L’existence de D est donnée par le lemme de Poincaré : comme div(A∇u − ∇C) = 0, il existe D ∈ W 1,2(B(p, r))
tel que ∇⊥D = A∇u−∇C et

‖∇D‖L2(B(p,r)) ≤ ‖A∇u‖L2(B(p,r)) + ‖∇C‖L2(B(p,r)) ≤ C (‖A‖L∞ + ‖∇B‖L2) ‖∇u‖L2

Et D vérifie ∆D = −∇A · ∇⊥u. On introduit la décomposition de Hodge D = φ+ v avec{
∆φ = −∇A · ∇⊥u dans B(p, r)
φ = 0 sur ∂B(p, r)

,

{
∆v = 0 dans B(p, r)
v = D sur ∂B(p, r)

L’inégalité de Wente donne ‖∇φ‖L2(B(p,r)) ≤ C‖∇A‖L2(B(p,r))‖∇u‖L2(B(p,r)). On peut procéder de la même manière
que pour les applications harmoniques : pour un certain δ ∈ (0, 1) qui sera fixé plus tard,∫
B(p,δr)

|∇D|2 ≤ 2

∫
B(p,δr)

(|∇v|2 + |∇φ|2) ≤ 2δ2

∫
B(p,r)

|∇v|2 + 2

∫
B(p,r)

|∇φ|2 ≤ 2δ2

∫
B(p,r)

|∇D|2 + 3

∫
B(p,r)

|∇φ|2

Finalement,∫
B(p,δr)

|A∇u|2 ≤ 2

∫
B(p,r)

|∇C|2 + 2

∫
B(p,δr)

|∇D|2 ≤ Cε0
∫
B(p,r)

|∇u|2 + Cδ2

∫
B(p,r)

|∇u|2

Comme A est inversible (et que la norme de son inverse est finie),∫
B(p,δr)

|∇u|2 ≤ C(δ2 + ε20)

∫
B(p,r)

|∇u|2

Donc pour δ et ε0 assez petits, ∫
B(p,δr)

|∇u|2 ≤ 1

2

∫
B(p,r)

|∇u|2

et on obtient, de la même manière que pour les applications harmoniques,

sup
p∈B(0, 12 ),0<ρ< 1

4

ρ−α
∫
B(p,ρ)

|∇u|2 < +∞

Et l’équation −∆u = Ω · ∇u permet d’avoir l’estimtion voulue. De plus,

∀p ∈ B(0,
1

4
), |∇u(p)| ≤ C

[
1

|x|
∗ (1B(0, 12 )|∆u|)(p) + 1

]
Donc

sup
p∈B(0, 14 ),0<ρ< 1

4

ρ−α
∫
B(p,ρ)

|∇u| < +∞

Et u est hölderdienne.
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Soit Ω ∈ L2(D2; soN ⊗ R2) et u ∈W 1,2(D2;RN ) vérifiant

−∆ui = Ωij · ∇uj dans D′(D2)

Alors il existe p > 2 tel que u ∈W 1,p
loc (D2;RN ). En particulier, u est hölderien.

Théorème 6.3.9 :

On remarque que si u ∈W 1,p est solution de ∆u = Ω · ∇u alors u ∈W 1,q pour tout q <∞.
Dans le cas où Ω ∈ L2 est indépendant de u, la régularité W 1,p

loc pour tout p > 2 est en fait la meilleure que l’on
puisse espérer par un argument de bootstrap. Pour voir cela, supposons que u ∈W 2,p pour un certain p > 2. Alors
Ω · ∇u ∈ L2, ce qui donne ∇u ∈ L∞. Or on a seulement ∇u ∈ Lq pour tout q <∞.

Cependant dans le cas de la conjecture de Heinz-Hildebrandt (voir section 3.2), l’équation des points critiques
est non linéaire et conduit à une dépendance de Ω en u. C’est exactement cette dépendance qui permet de passer
de C0,α à C∞ (voir section 2.3).

Soit Nn une sous-variété compacte, sans bord, orienté de RN de classe C2 (avec 1 ≤ n < N) et ω une 2-forme
de classe C1 sur N . Supposons que u est un point critique dans W 1,2(D2;N ) de l’énergie

Eω(u) =
1

2

∫
D2

|∇u|2 + ωij(u)(∇ui) · (∇⊥uj) dxdy =
1

2

∫
D2

|∇u|2 + ω(u)(∇u,∇u) dxdy

Alors u est Hölder continue.

Théorème 6.3.10 :

Démonstration. Soit (εi)1≤i≤N la base canonique de RN . On considère H la 2-forme à valeurs dans soN donnée par

∀z ∈ N , Hi
jk(z) = dωz(εi, εj , εk)

Alors l’équation d’Euler-Lagrange associée à Eω est, en notant Aijk les coefficients de la seconde forme fondamentale
A,

−∆ui = Hi
jk(u)∇⊥uk · ∇uj +Aijk(u)∇uk · ∇uj

En utilisant le fait que Hi
jk = −Hj

ik, on trouve

−∆ui =
1

2
(Hi

jk(u)−Hj
ik(u))∇⊥uk · ∇uj +Aijk(u)∇uk · ∇uj

Or A(u) est à valeurs dans (TuN )⊥ donc Ajik(u)∇uj = 0 et

−∆ui =
1

2
(Hi

jk(u)−Hj
ik(u))∇⊥uk · ∇uj + (Aijk(u)−Ajik(u))∇uk · ∇uj

La matrice N ×N définit par

Ωij :=
1

2

N∑
k=1

(Hi
jk(u)−Hj

ik(u))∇⊥uk +

N∑
k=1

(Aijk(u)−Ajik(u))∇uk

est anti-symétrique, à valeurs dans L2 et ∆u = Ω · ∇u.
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6.3.3 Passage à la limite
Une lecture attentive de la preuve précédente montre qu’en fait les applications A et B définis par ∇A−AΩ =

−∇⊥B ne sont pas très important dans la preuve, on donnera d’ailleurs une amélioration de celle-ci n’utilisant que
ξ et P dans la section suivante. L’intérêt de cette décomposition est de donner une loi de conservation et donc,
comme dans le cas de la sphère, cela permet certains passages à la limite.

Soit (Ωn)n∈N ∈ L2(D2; som ⊗ Λ1R2)N convergeant faiblement vers un certain Ω ∈ L2(D2; som ⊗ Λ1R2), soit
(fn)n∈N ∈W−1,2(D2;Rm)N convergeant dans W−1,2 vers 0 et (un)n∈N ∈W 1,2(D2;Rm) vérifiant

−∆un = Ωn · ∇un + fn dans D2

Alors il existe une sous-suite de (un)n∈N convergeant vers un certain u ∈W 1,2(D2;Rm) vérifiant

−∆u = Ω · ∇u

Théorème 6.3.11 :

Démonstration. Comme (un)n est bornée, quitte à extraire, on peut supposer que cette suite converge faiblement
vers un certain u ∈W 1,2(D2;Rm).
Prenons λ < 1 et ε > 0 comme dans le théorème 6.3.6.
Pour chaque x ∈ B(0, λ) et n ∈ N, il existe rx,n ∈ [0, 1 − |x|] tel que

∫
B(x,rx,n)

|Ωn|2 = ε si
∫
B(x,1−|x|) |Ωn|

2 ≥ ε,
sinon on pose rx,n = 1− |x|.
Alors (B(x, rx,n))x∈B(0,λ) est un recouvrement de B(0, λ). Par le lemme de Vitali, on peut en extraire un sous-
recouvrement (B(xi,n, rxi,n))1≤i≤N(n) de sorte que les B(xi,n, rxi,n) s’intersectent au plus un nombre fini k (indé-
pendant de n) de fois. Alors

ε|{i ∈ [[1, N(n)]] |
∫
B(xi,n,rxi,n)

|Ωn|2 = ε}| ≤
∫
⋃N(n)
i=1 B(xi,n,rxi,n)

|Ωn|2 ≤
∫
D2

|Ωn|2

Et le nombre de boules vérifiant
∫
B(xi,n,rxi,n)

|Ωn|2 < ε est borné car ces boules vérifient rxi,n,n = 1− |xi,n| ≥ 1− λ
et par définition, chaque point est dans au plus k de ces boules.
Comme (Ωn)n∈N est bornée, on conclut que (N(n))n∈N aussi et quitte à extraire, on peut supposerN(n) indépendant
de n.
Quitte à extraire, on peut supposer que chaque (xi,n)n converge vers un certain xi ∈ B̄(0, λ) et que chaque (rxi,n,n)n
converge vers un certain ri (qui peut valoir 0). On va montrer que −∆u = Ω · ∇u sur chaque B(xi, ri).
Soit Ai,n et Bi,n donnés par le théorème 6.3.7 sur B(xi,n, rxi,n,n) pour Ωn. Alors{

div(Ai,n∇un +Bi,n∇⊥un) = −Ai,nfn dans B(xi,n, rxi,n,n)
∇Ai,n −Ai,nΩn = ∇⊥Bi,n dans B(xi,n, rxi,n,n)

Quitte à extraire, (Ai,n)n et (Bi,n)n convergent faiblement dans W 1,2, fortement dans L2 et presque partout vers
des certaines limites Ai et Bi sur chaque B(xi, ri). Donc

Ai,n∇un +Bi,n∇⊥un
D′−−−−→

n→∞
Ai∇u+Bi∇⊥u

∇Ai,n −Ai,nΩn −∇⊥Bi,n
D′−−−−→

n→∞
∇Ai −AiΩ−∇⊥Bi

Ai,nfn
D′−−−−→

n→∞
0

D’où {
div(Ai∇u+Bi∇⊥u) = 0 dans B(xi, ri)
∇Ai −AiΩ = ∇⊥Bi dans B(xi, ri)
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Et on retrouve Ai(∆u + Ω · ∇u) = 0. Par convergence presque partout Ai est inversible et ∆u + Ω · ∇u = 0 sur
chaque B(xi, ri).
De plus, B(0, λ) ⊂

⋃N
i=1B(xi, ri). Or B(0, λ) ∩

(⋃N
i=1B(xi, ri) \

⋃N
i=1B(xi, ri)

)
est constitué d’un nombre fini de

points (ces points sont des intersections d’un nombre fini de cercles).
Donc la distribution ∆u + Ω · ∇u est supporté en un nombre fini de points, c’est donc une somme de dérivées de
diracs mais c’est un élément de L1, donc ∆u+ Ω · ∇u = 0 sur B(0, λ), pour tout λ < 1.

6.4 Amélioration par Schikorra
On donne une autre preuve de la décomposition de Hodge non-linéaire, basée sur un problème de minimisation,

venant de [9] puis on en déduit la régularité des solutions de ∆u = Ω · ∇u sans la construction de A et B de la
preuve de Rivière. La jauge de Coulomb chez Rivière correspond à la construction du P dans la décomposition
de Hodge non-linéaire, mais le point de vue adopté par Rivière passe par des lois de conservation. Ici, le point de
vue est plus proche de celui de Hélein où l’objectif est de minimiser la même fonctionnelle et d’utiliser l’équation
d’Euler-Lagrange associée pour avoir une équation plus agréable.

Soit Ω ∈ L2(D2; som ⊗ Λ1R2), il existe P ∈W 1,2(D2;SOm) minimisant

∀Q ∈W 1,2(D2;SOm), E(Q) :=

∫
D2

|QT dQ−QTΩQ|2

Et P vérifie ‖dP‖L2(D2) + ‖PT dP − PTΩP‖L2(D2) ≤ 2‖Ω‖L2(D2).

Lemme 6.4.1 :

Démonstration. En prenant Q = Im, on voit que inf E ≤ ‖Ω‖2L2 .
Considérons (Qk)k ∈W 1,2(D;SOm)N une suite minimisante vérifiant E(Qk) ≤ E(I2). Alors

‖dQk‖2L2 = ‖QTk dQk‖2L2 ≤ 2(E(Qk) + ‖Ω‖2L2) ≤ 4‖Ω‖2L2

Par conséquent (Qk)k est bornée dansW 1,2 et quitte à extraire, on peut supposer que cette suite converge faiblement
dans W 1,2, fortement dans L2 et presque partout vers un certain P ∈W 1,2(D;Mm(R)).
La convergence presque partout implique que PTP = Im et donc P ∈W 1,2(D2;SOm).
De plus,

E(Qk) =

∫
D

|QTk dQk −QTk ΩQk|2

=

∫
D

|QTk Pd(PTQk)−QkPdPTQk −QTk PPTΩQk|2

=

∫
D

|d(PTQk)− (dPT + PTΩ)Qk|2

=

∫
D

|d(PTQk) + ΩPPTQk|2 où ΩP := PT dP − PTΩP

=

∫
D

(
|d(PTQk)|2 + 2

〈
d(PTQk),ΩPPTQk

〉
+ |ΩP |2

)
Or, par convergence dans W 1,2,

∫
D

〈
d(PTQk),ΩPPTQk

〉
−−−−→
k→∞

0 et par conséquent,

inf E = lim inf
k→∞

E(Qk) ≥
∫
D

|ΩP |2 = E(P )

et donc (d(PTQk))k converge vers 0 dans L2 : (PTQk)k converge vers Im dans W 1,2 et (Qk)k converge fortement
vers P dans W 1,2. L’estimation vient de E(P ) ≤ E(Im).
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Soit Ω ∈ L2(D2; som ⊗ Λ1R2). Les points critiques P ∈W 1,2(D;SOm) de

∀Q ∈W 1,2(D;SOm), E(Q) :=

∫
D

|QT dQ−QTΩQ|2

vérifient l’équation d’Euler-Lagrange
div(PT dP − PTΩP ) = 0

Lemme 6.4.2 :

Démonstration. Considérons φ ∈ C∞c (D; som). Alors pour ε > 0,

E(P expP (εφ)) =

∫
D

|d(P expP (εφ))− ΩP expP (εφ)|2

=

∫
D

|dP + εd(Pφ) + o(ε)− Ω(P + εPφ+ o(ε))|2

=

∫
D

(
|dP − ΩP |2 + 2ε 〈dP − ΩP, d(Pφ)− ΩPφ〉+ o(ε)

)
Comme P est un point critique, en notant ΩP = PT dP − PTΩP ,

0 =

∫
D

〈dP − ΩP, d(Pφ)− ΩPφ〉 =

∫
D

〈
ΩP ,ΩPφ+ dφ

〉
Comme φ est anti-symétrique,

〈
ΩP ,ΩPφ

〉
= 0 et il suit que

∀φ ∈ C∞c (D; som),

∫
D

〈
ΩP , dφ

〉
= 0

Une autre preuve du caractère hölderien de la solution en passant par des estimations Lp avec 1 < p < 2.

Soit Ω ∈ L2(D2; soN ⊗ Λ1R2) et u ∈W 1,2(D2;RN ) solution de ∆u = Ω · du.
Il existe ε ∈ (0, 1) tel que si ‖Ω‖L2(D2) ≤ ε alors il existe α ∈ (0, 1) tel que u ∈ C0,α(D2;RN ).

Théorème 6.4.3 :

Démonstration. On applique les lemmes précédents : Prenons R ∈ (0, 1
2 ), alors il existe P ∈ W 1,2(B(z,R);SON )

tel que {
div(ΩP ) = div(PT dP − PTΩP ) = 0 dans B(z,R)
‖dP‖L2(B(z,R)) + ‖ΩP ‖L2(B(z,R)) ≤ 3‖Ω‖L2(B(z,R))

Par conséquent,
div(PT du) = ΩP · PT du dans B(z,R)

On effectue la décomposition de Hodge de PT du : il existe f ∈ W 1,2
0 (B(z,R);RN ), g ∈ W 1,2

0 (B(z,R); Λ2RN ) et
h ∈ C∞(B(z,R);RN ⊗ Λ1R2) tels que PT du = df + d∗g + h (PT∇u = ∇f +∇⊥g + h) et{

∆f = ΩP · PT du dans B(z,R)
f = 0 sur ∂B(z,R)

{
∆g = d(PT du) = ∇⊥(PT∇u) dans B(z,R)
g = 0 sur ∂B(z,R)

{
d∗h = div(h) = 0 dans B(z,R)
dh = ∇⊥h = 0 dans B(z,R)

60



Pour p ∈ (1, 2), comme h est harmonique, pour r ∈ (0, R),∫
B(z,r)

|du|p ≤ c(p)
∫
B(z,r)

(|h|p + |df |p + |dg|p) ≤ c(p)
∫
B(z,R)

[( r
R

)2

|h|p + |df |p + |dg|p
]

On estime
∫
|df |p par dualité :

‖df‖Lp(B(z,R)) ≤ c(p) sup
‖φ‖

W
1,p′
0

≤1

∫
B(z,R)

df · dφ

Soit φ ∈ C∞c (B(z,R)) avec ‖φ‖W 1,p′ ≤ 1. On a alors

‖φ‖L∞(B(z,R)) ≤ c(p)R
2
p−1, ‖dφ‖L2(B(z,R)) ≤ c(p)R

2
p−1

On pose

∀B(x, ρ) ⊂ D2, Mp(x, ρ) := sup
B(x′,ρ′)⊂B(x,ρ)

1

(ρ′)2−p

∫
B(x′,ρ′)

|du|p

Par définition de f , et en utilisant le lemme A.4.19 :

‖df‖Lp(B(z,R)) ≤ c(p) sup
φ

∫
B(z,R)

φΩP · PT du

≤ c(p) sup
φ
‖ΩP ‖L2(B(z,R))

(
‖dP‖L2(B(z,R))‖φ‖L∞ + ‖dφ‖L2

)
Mp(z, 2R)1/p

≤ c(p) sup
φ
‖ΩP ‖L2(B(z,R))

(
‖Ω‖L2(B(z,R))‖φ‖L∞ + ‖dφ‖L2

)
Mp(z, 2R)1/p

≤ c(p)εR
2
p−1Mp(z, 2R)1/p

On a la même estimation pour dg et on obtient∫
B(z,r)

|du|p ≤ c(p)
( r
R

)2
∫
B(z,R)

|du|p + c(p)εpR2−pMp(z, 2R)

D’où, en revenant à l’estimation initiale,

1

r2−p

∫
B(z,r)

|du|p ≤ c(p)
( r
R

)p 1

Rm−p

∫
B(z,R)

|du|p + c(p)εp
(
R

r

)2−p

Mp(z, 2R)

≤ c(p)

[( r
R

)p
+ εp

(
R

r

)2−p
]
Mp(z, 2R)

Prenons γ ∈ (0, 1
2 ) tel que c(p)γp ≤ 1

4 et posons ε = γ2/p. Alors, avec r = γR, on réécrit l’estimation ci-dessus en

1

(γR)2−p

∫
B(z,γR)

|du|p ≤ 1

2
Mp(z, 2R)

Ceci est donc valide pour tout R > 0 et z ∈ D2 tels que B(z, 2R) ⊂ D2 et donc

∀B(z, 2R) ⊂ B(y, ρ) ⊂ D2,
1

(γR)2−p

∫
B(z,γR)

|du|p ≤ 1

2
Mp(y, ρ)

i.e. Mp(y,
γ
2ρ) ≤ 1

2Mp(y, ρ), ce qui donne la continuité hölderienne.
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Chapitre 7

Surfaces minimales

On explique ici où apparaissent les applications harmoniques dans le contexte des surfaces minimales. Leur
régularité permet de parler de leur image comme des sous-variétés, en particulier on peut parler de leur courbure.

7.1 Problème de Plateau
On se place dans une variété riemannienne complète de dimension 3 (N , g) et on prend une courbe de Jordan

(i.e. fermée simple) Γ ⊂ N .
On pourra trouver une étude approfondie dans le cas N = R3 dans [10].

Si u : D2 → N est une immersion, l’aire de Σ := u(D2) est donnée par

A(u) =

∫
D2

√
det(u∗g)

Soit ut : D2 → N une famille d’immersions lisses, avec t ∈ (−1, 1), telle que X := ∂tu
t
|t=0 soit à support

compact. En posant h = (u0)∗g, H la courbure moyenne de Σ := u0(D2) et n le vecteur normale à Σ,

d

dt
A(ut)|t=0 = −

∫
D2

g(Hn,X)dvolh

Proposition 7.1.1 :

Démonstration. Comme A(ut) =
∫
D2

√
det(ht) donc, en omettant l’exposant t,

d

dt
A(ut) =

1

2

∫
D2

tr
(
h−1 ∂h

∂t

)√
det(h)

En notant A la seconde forme fondamentale de Σ, à valeurs dans TΣ⊥,

dhij
dt |t=0

= g(∂2
tiu

0, ∂ju
0) + g(∂iu

0, ∂2
tju

0) = −2g(Aij , ∂tu
0)

Donc
1

2
tr
(
h−1 ∂h

∂t

)
= −hijg(Aij , ∂tu

0) = −g(Hn,X)
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Par conséquent, si Σ est localement minimisante, alorsH = 0. On appelle surface minimale toute surface vérifiant
cette équation. Si l’on prend une carte locale u : D2 → Σ, alors cette équation s’écrit 〈∆u, n〉 = 0 où n est la normale
à Σ et dépend de u. Mais si l’on prend un difféomorphisme φ : D2 → D2, alors u ◦ φ est aussi une carte locale de
Σ et satisfait donc la même équation. En d’autre termes l’équation H = 0 possède un grand degré de liberté, de
la même manière que l’équation des applications harmoniques. Cependant cette équation se simplifie grandement
avec un bon choix de coordonnées.
On pourra trouver une preuve de ce résultat dans [11] (chapitre 9, annexe 1) :

Soit u : D2 → N une immersion de classe C2. Alors il existe un C2-difféomorphisme φ : D2 → D2 tel que
u ◦ φ est conforme.

Théorème 7.1.2 :

L’équation H = 0 s’écrit 0 = hij 〈∇∂iu∂ju, n〉.
Dans les coordonnées du théorème précédent (sur D2) et en coordonnées normales autour d’un point u(z0) (sur N ),
gij(u(z0)) = δij et Γkij(u(z0)) = 0, donc hij(z0) est de la forme λδij(z0), λ > 0 et on obtient en z0 :

hij 〈∇∂iu∂ju, ∂xu〉 =
1

λ

[〈
∂2
xxu, ∂xu

〉
+
〈
∂2
yyu, ∂xu

〉]
=

1

λ

[
∂x

(
|∂xu|2

2

)
− ∂x

(
|∂yu|2

2

)]
= 0

De même,
〈
hij∇∂iu∂ju, ∂yu

〉
= 0. En écrivant hij∇∂iu∂ju en coordonnées on trouve

H = 0⇔
{

∆hu
k + hαβΓkij(u)∂αu

i∂βu
j = 0

u conforme

Pour prouver l’existence d’une telle application, on cherche à minimiser la fonctionnelle A(u) sous la contrainte
u(S1) = Γ.

Le problème est que si on prend une suite minimisante quelconque, elle n’a aucune chance de converger. En
effet la fonctionnelle A n’est défini qu’en termes géométriques et est donc invariante par reparamétrisation : si
φ : D2 → D2 est un difféomorphisme préservant S1, alors A(u ◦ φ) = A(u).

L’idée est alors de modifier la fonctionnelle à minimiser de sorte à réduire le groupe d’invariance. Comme
l’équation des surfaces minimales se réduit à ∆u = 0, on peut chercher à minimiser la fonctionnelle de Dirichlet
D(u) = 1

2

∫
D2 |∇u|2, avec la contrainte que u|S1 est une paramétrisation monotone de Γ. On note que A(u) ≤ D(u)

avec égalité lorsque u est conforme.

Si u est un point critique de D, alors u est conforme.

Théorème 7.1.3 :

Démonstration. Considérons τ ∈ C∞(B(0, 2);R2) telle que ∀x ∈ S1, 〈τ(x), x〉 = 0 et φε := idD2 + ετ . Pour ε assez
petit, φε reste un difféomorphisme de D2 → D2. On note uε := u ◦ φε et on remarque que uε satisfait également la
condition au bord. De plus,

D(uε) =
1

2

∫
D2

|duφε ◦ dφε|2 =
1

2

∫
D2

|duz ◦ d(φε)φ−1
ε (z)|

2|det(dφ−1
ε (z))|dz
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Avec d(φε)φ−1
ε (z) =ε→0 id+ εdτz + o(ε) et det(dφ−1

ε (z)) = 1− εdiv(τ)(z) + o(ε). Donc

D(uε) =
ε→0

1

2

∫
D2

[
|duz|2 + 2ε 〈duz, duz ◦ dτz〉

]
(1− εdiv(τ))dz + o(ε)

=
ε→0

D(u) + ε

∫
D2

〈∂iu, ∂ju〉 ∂iτ j −
|∇u|2

2
div(τ) dz + o(ε)

=
ε→0

D(u) + ε

∫
D2

1

2

(
|∂xu|2 − |∂yu|2

) (
∂xτ

1 − ∂yτ2
)

+ 〈∂xu, ∂yu〉 (∂xτ2 + ∂yτ
1) dz + o(ε)

Notons v = |∂xu|2 − |∂yu|2 − 2i 〈∂xu, ∂yu〉 la différentielle de Hopf de u. On récrit

D(uε) =
ε→0
D(u) + ε

∫
D2

Re (v∂z̄τ) dz + o(ε)

Comme u est un point critique de D, u est harmonique et donc v est holomorphe. De plus,

0 =

∫
D2

Re (v∂z̄τ) dz =

∫
∂D2

Re(vτz)dz

En prenant τ = αiz pour α ∈ C∞(S1;R), on obtient (z2v)|S1 ∈ R. Comme z2v est holomorphe, z2v est constante.
Mais (z2v)(0) = 0 donc v = 0 et u est conforme.

Tout point critique de D est un point critique de A.

Corollary 7.1.4 :

Démonstration. Si u est un point critique de D, alors u est harmonique conforme, donc la courbure moyenne de
u(D2) est nulle et u est un point critique de A.

Pour les preuves de ce qui suit, on pourra se référer à [10] dans le cas N = R3.
Le résultat important (théorème 2.1 dans [10]) est que si u ∈ C2(D2;N ) et ε > 0, alors il existe un difféomorphisme
φ : D2 → D2 tel que D(u ◦φ) ≤ (1 + ε)A(u ◦φ), i.e. quitte à reparamétrer les fonctionnelles de Dirichlet et de l’aire
sont semblables. En particulier, inf A = inf D.

La question maintenant est de trouver un minimiseur de D.
On considère C(Γ) l’ensemble des fonctionsH1(D2;N ) telles que leur trace au bord est une paramétrisation continue
de Γ. L’invariance de D par rapport aux difféomorphismes conformes reste un problème. En effet, on peut montrer
(lemme 4.1 de [10]) que si u ∈ C(Γ) alors l’adhérence de l’orbite conforme de u (l’ensemble des u◦g pour g : D2 → D2

un difféomorphisme conforme) contient une application constante. En particulier, cela signifie que C(Γ) n’est pas
fermé dans H1(D2;N ).
Une solution est alors de fixer trois points distincts x1, x2, x3 de S1 et de fixer trois images distinctes p1, p2, p3 dans
Γ. On considère alors C∗(Γ) l’ensemble des u ∈ C(Γ) vérifiant ∀i, u(xi) = pi. Le lemme de Courant-Hilbert (lemme
4.4 dans [10]) donne que C∗(Γ) est fermé dans H1(D2;N ). L’invariance conforme de D donne infC(Γ)D = infC∗(Γ)D
et on peut minimiser D dans C∗(Γ). L’existence d’un minimiseur repose donc uniquement sur la condition C(Γ) 6= 0,
qui peut intervenir par exemple sur le tore T3.

7.2 Surfaces minimales stables

Soit ut : D2 → N une famille d’immersions lisses avec t ∈ (−1, 1), telle que ∂tut|t=0 soit orthogonales à TΣ

(où Σ := u0(D2)) à supports compact. On note ht := (ut)∗g et on suppose que la courbure moyenne de Σ

Proposition 7.2.1 :
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vérifie H0 = 0. On note v := ∂tu
t
|t=0 = φn avec n = n0 et φ ∈ C∞c (D2). Alors

d2

dt2
A(ut)|t=0 =

∫
D2

|∇φ|2 − (|II|2 +Ric(n, n))φ2dvolh0

Démonstration. Comme A(ut) =
∫
D2

√
det(ht) donc, en omettant l’exposant t,

d

dt
A(ut) =

1

2

∫
D2

tr
(
h−1 ∂h

∂t

)√
det(h)

Puis
d2

dt2
A(u) =

1

2

∫
D2

[
−tr

(
h−1 dh

dt
h−1 dh

dt

)
+ tr

(
h−1 d

2h

dt2

)
+

1

2
tr
(
h−1 dh

dt

)2
]√

det(h)

Mais, en notant A la seconde forme fondamentale de Σ, à valeurs dans TΣ⊥,

dhij
dt |t=0

= g(∇∂tu∂iu0, ∂ju
0) + g(∂iu

0,∇∂tu∂ju0) = −2g(Aij , ∂tu
0)

Donc
tr
(
h−1 dh

dt
h−1 dh

dt

)
= hij

dhjk
dt

hkl
dhli
dt

= 4hijhklg(Ail, φn)g(Ajk, φn) = 4φ2|A|2

De plus, H0 = 0 (Σ est minimale) donc hij dhijdt |t=0
= 0. Il ne reste que le second terme à calculer. Comme

∇∂tu∂iu = ∇∂iu∂tu (ce sont des coordonnées), la définition du tenseur de Riemann Rm sur N donne

1

2
tr
(
h−1 d

2h

dt2

)
= hij∂2

ttg(∂iu, ∂ju)

= hij(g(∇∂tu∇∂tu∂iu, ∂ju) + g(∇∂tu∂iu,∇∂tu∂iu))

= hij [g(Rm(∂tu, ∂iu)∂tu, ∂ju) + g(∇∂iu∇∂tu∂tu, ∂ju) + g(∇∂tu∂iu,∇∂tu∂iu)]

= hij [g(Rm(∂tu, ∂iu)∂tu, ∂ju) + g(∇∂tu∂iu,∇∂tu∂iu)] + divΣ(∇∂tu∂tu)

En intégrant, comme ∇∂tu∂tu est à support compact, le terme en divergence va s’annuler. Le terme de courbure
donne, comme Ricij = Rmα

αij = −Rmα
iαj , −φ2Ric(n, n). Il reste donc le second terme.

Pour X ∈ TN , on note X = XT +X⊥ la décomposition TN = TΣ + (TΣ)⊥. On calcule

hijg(∂2
tiu, ∂

2
tju) = hij [g(∂2

tiu
T , ∂2

tju
T ) + g(∂2

tiu
⊥, ∂2

tju
⊥)]

= hij [hklg(Aik, ∂tu)g(Akl, ∂tu) + ∂iφ∂jφ]

= φ2|II|2 + |∇φ|2

Une surface minimale Σ donnée par une immersion u : D2 → N est dite stable si

∀φ ∈ C∞c (Σ),

∫
Σ

|∇φ|2dvolg ≥
∫

Σ

(|II|2 +Ric(n, n))φ2dvolg

Definition 7.2.2 :
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On peut chercher à récrire cette condition en faisant intervenir la courbure de Gauss de Σ. Pour une surface
Σ ⊂ N , l’équation de Gauss relie la courbure de Gauss K de Σ au tenseur de Riemann Rm de N par la formule K =
Rm1212 +II11II22−II2

12 (dans un repère orthonormale donné sur Σ). L’hypothèse Σ minimale donne II11 +II22 = 0
et donc K = Rm1212 − 1

2 |II|
2. Et la courbure scalaire s’écrit

R = Ric11 +Ric22 +Ric33 = 2Rm1212 +Rm1313 +Rm2323 +Ric33 = 2Rm1212 + 2Ric33

Donc 2Ric33 = R− 2K − |II|2 et la condition de stabilité se récrit

∀φ ∈ C∞c (Σ),

∫
Σ

|∇φ|2dvolg ≥
∫

Σ

(
1

2
|II|2 −K +

1

2
R

)
φ2dvolg

Dans ce cas, c’est le signe de la courbure scalaire qui compte. En intégrant par partie le membre de gauche et en
étudiant l’opérateur ∆−

(
1
2 |II|

2 −K + 1
2R
)
, on obtient le résultat suivant (théorème 3 de [12]) :

Soit N une variété riemannienne complète de dimension 3 de courbure scalaire R ≥ 0 et Σ une surface
minimale stable de N alors

1. Si Σ est compacte, alors Σ est conformément équivalente à S2 ou bien est un tore T2

2. Si Σ est non compacte, alors Σ est conformément équivalente au plan ou à un cylindre

Théorème 7.2.3 :

Dans le cas N = R3, la seule surface minimale stable non compacte est le plan.
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Chapitre 8

Conclusion

La régularité des applications harmoniques s’obtient par l’étude des équations de la forme ∆u = Ω · ∇u, qui est
une équation critique en dimension 2. Le point clé pour obtenir cette régularité est l’anti-symétrie de Ω. Celle-ci
permet de récrire le système sous la forme ∆v = ∇⊥ξ · ∇u et alors l’inégalité de Wente entre en jeu pour conclure.
On remarque que l’hypothèse N (la variété d’arrivée) compacte n’est utilisée que pour dire que les coefficients de
la seconde forme fondamentale sont bornées. Le résultat reste donc vrai lorsque la variété d’arrivée est à géométrie
bornée, en particulier lorsque N = RN .

Cette régularité est intéressante en particulier pour l’étude du problème de Plateau puisqu’on peut alors utiliser
les outils de géométrie différentielle pour étudier ces applications comme des surfaces. On peut se demander ce qu’il
se passe en dimension supérieure. Les applications harmoniques ne sont, en général, plus lisses et ne représente plus
de notion géométrique (se remarque en particulier car l’énergie de Dirichlet n’est plus invariante conforme). Par
exemple, l’application x ∈ D3 7→ x/|x| ∈ S2 est faiblement harmonique mais non continue. Pire encore, dans [13],
Rivière donne un exemple d’application harmonique D3 → S2 discontinue presque partout.

Si l’on veut retrouver une notion géométrique, on considère plutôt des applications p-harmoniques qui sont les
points critiques de l’énergie

∫
|∇u|p. L’équation devient alors div(|∇u|p−2∇u) + |∇u|p−2A(u)(∇u,∇u) = 0 et est

critique dans le cas où p est la dimension de l’espace de départ. La régularité dans le cas des applications à valeurs
dans la sphère est obtenue dans [14] mais dans le cas général, le problème reste ouvert. Dans le cas d’applications
conformes, [15] relie le fait d’être p-harmonique à des notions de sous-variété minimales.
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Annexe A

Outils d’analyse

A.1 Espaces de Lorentz
Cette section vient de [16], section 1.4.

A.1.1 Réarrangement décroissant

Soit Ω ⊂ Rm ouvert, f : Ω→ R mesurable. On note df (λ) = |{x ∈ Ω | |f(x)| ≥ λ}|. Le réarrangement décroissant
de |f | est

f∗ :

∣∣∣∣ [0, |Ω|) → R∗+ ∪ {+∞}
s 7→ inf{t ≥ 0 | df (t) ≤ s}

de sorte que f∗ est décroissante et vérifie

∀s ≥ 0, df (s) = df∗(s)

Definition A.1.1 : Réarrangement

Pour tout f, g, fn mesurables, k ∈ C, t, s, t1, t2 ∈ R+, on a

i) ∀α > 0, f∗(df (α)) ≤ α et df (f∗(t)) ≤ t

ii) f∗(t) > s⇔ t < df (s), i.e. {t ≥ 0 | f∗(t) > s} = [0, df (s)).

iii) |f |∗ = f∗, (kf)∗ = |k|f∗

iv) |g| ≤ |f | ⇒ g∗ ≤ f∗, (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f∗(t1) + g∗(t2), (fg)∗(t1 + t2) ≤ f∗(t1)g∗(t2)

v) (|fn| ↑ |f | p.p.)⇒ (f∗n ↑ f∗)

vi) (|f | ≤ lim infn |fn| p.p.)⇒ (f∗ ≤ lim infn f
∗
n)

vii) f∗ est continue à droite sur [0,∞)

viii) (∃c > 0, |{|f | ≥ f∗(t)− c}|)⇒ |{|f | ≥ f∗(t)}| ≥ t

ix) ∀p ∈ (0,∞), (|f |p)∗ = (f∗)p

Proposition A.1.2 :
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x) ∀p ∈ (0,∞),
∫

Ω
|f |p =

∫ |Ω|
0

(f∗)p

xi) ‖f‖L∞ = f∗(0)

xii) ∀q ∈ (0,∞), supt>0 t
qf∗(t) = supα>0 αdf (α)q

Soit Ω ⊂ Rm un ouvert, p, q ∈ (0,+∞]. L’espace de Lorentz L(p,q)(Ω;R) est l’ensemble des fonctions mesurables
f : Ω→ R telles que

|f |(p,q) :=

[∫ +∞

0

(t1/pf∗(t))q
dt

t

]1/q

=si p<∞ p
1
q

(∫ ∞
0

[
df (s)

1
p s
]q ds

s

) 1
q

< +∞ si q < +∞

|f |(p,∞) := sup
t>0

t1/pf∗(t) = sup
α>0

αdf (α)
1
q < +∞ si q = +∞

On pose

f∗∗(t) := sup
|E|≥t

1

|E|

∫
E

|f | = sup
|E|≥t

1

|E|

∫ |E|
0

df1E (s)ds

Alors

‖f‖L(p,q)(Ω) :=

{ [∫ +∞
0

(t1/pf∗∗(t))q dtt

]1/q
si q < +∞

supt>0 t
1/pf∗∗(t) si q = +∞

définit une norme sur L(p,q)(Ω) et il existe C > 0 telle que C−1| · |(p,q) ≤ ‖ · ‖L(p,q) ≤ C| · |(p,q).

Definition A.1.3 : Espace de Lorentz

Remarque : La proposition précédente donne L(p,p) = Lp, ||g|r|L(p,q) = |g|r
L(pr,qr) , |f(α·)|L(p,q) = α−m/p|f |L(p,q) .

Démonstration. On montre les égalités dans l’expression de |.|L(p,q) . Le cas q = ∞ vient de la proposition précé-
dente.
Si q <∞, on passe par des fonctions étagées : f =

∑N
j=1 aj1Ej avec a1 > · · · > aN , alors en notant Bj =

∑j
i=1 |Ei|

et aN+1 = 0, on trouve df (α) =
∑N
j=1Bj1[aj+1,aj)(α) et f∗(t) =

∑N
j=1 aj1[Bj−1,Bj)(t).

Pour le cas général, on prend une suite croissantes de fonctions étagées convergeant vers |f |.

On montre C−1| · |(p,q) ≤ ‖ · ‖L(p,q) ≤ C| · |(p,q).
On fixe t > 0. Pour α > 0 tel que f∗(t) > α, on a

f∗∗(t) ≥ 1

df (α)

∫ ∞
0

df1{|f|≥α}(s)ds =
1

df (α)

∫ ∞
0

df (max(s, α)) ds ≥ α

En prenant le sup sur α, on trouve f∗∗(t) ≥ f∗(t).
Maintenant, remarquons que

f∗∗(t) ≤ sup
|E|≥t

1

|E|

∫ |E|
0

f∗(s)ds = sup
|E|≥t

1

|E|

(∫ t

0

f∗(s)ds+

∫ |E|
t

f∗(s)ds

)

Il suit, f∗∗(t) ≤ 1
t

∫ t
0
f∗(s)ds. Il suffit de montrer que∫ ∞

0

[
t
1
p−1

∫ t

0

f∗(s)ds

]q
dt

t
≤ C

∫ ∞
0

[
t
1
p−1f∗(t)

]q dt
t
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On examine donc l’opérateur T : φ 7→ (t 7→ 1
t

∫ t
0
φ). On va montrer que T : Lq(R+, t

q
p−1dt) → Lq(R+, t

q
p−1dt) est

continu. Par densité, on peut plus simplement considérer φ ∈ Cc(R∗+, t
q
p−1dt) et par linéarité, on peut supposer

φ ≥ 0.
Alors Tφ est C1 et Tφ(t) = φ(t)− t(Tφ)′(t). Par conséquent, si ε, R > 0,∫ R

ε

Tφ(t)qt
q
p−1dt =

∫ R

ε

Tφ(t)q−1(φ(t)− tTφ(t))t
q
p−1dt

=

∫ R

ε

Tφ(t)q−1φ(t)t
q
p−1dt−

[
t
p
q

q
Tφ(t)q

]t=R
t=ε

+
1

p

∫ R

ε

Tφ(t)qt
q
p−1dt

Or φ est à support compact donc Tφ = 0 au voisinage de 0. On peut donc passer à la limite ε→ 0 :∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt =

∫ R

0

Tφ(t)q−1φ(t)t
q
p−1dt− R

p
q

q
Tφ(R)q +

1

p

∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt

Maintenant, comme φ ≥ 0, Tφ ≥ 0 et donc∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt ≤

∫ R

0

Tφ(t)q−1φ(t)t
q
p−1dt+

1

p

∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt

Il suit que

(
1− 1

p

)∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt ≤

∫ R

0

Tφ(t)q−1φ(t)t
q
p−1dt ≤

(∫ R

0

Tφ(t)qt
q
p−1dt

)1− 1
q
(∫ R

0

φ(t)qt
q
p−1dt

) 1
q

D’où la continuité, avec ‖T‖Lq ≤ p
p−1 .

Soit p ∈ (0,∞] et 0 < q < q′ ≤ ∞, il existe c = c(p, q, r) > 0 telle que |.|Lp,q′ ≤ c|.|L(p,q) .
Autrement dit, L(p,q) ⊂ L(p,q′).

Proposition A.1.4 :

Démonstration. Si p <∞ : A t fixé, si q′ =∞,

t1/pf∗(t) =

(
q

p

∫ t

0

[
s1/pf∗(t)

]q ds
s

) 1
q

≤
(
q

p

∫ t

0

[
s1/pf∗(s)

]q ds
s

) 1
q

≤
(
q

p

) 1
q

|f |L(p,q)

Donc |f |L(p,∞) ≤ c|f |L(p,q) . Si q′ <∞,

|f |L(p,q′) =

(∫ ∞
0

[
t1/pf∗(t)

]q′−q+q dt
t

) 1
q′

≤ |f |
q′−q
q′

L(p,∞) |f |
q
q′

L(p,q)

Si p =∞ : idem on commence par q′ =∞ et on revient à q′ <∞.

Les espaces de Lorentz sont des espaces de Banach.

A.1.2 Dualité
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Sur tout espace (X,µ) avec µ σ-fini sans atome :

i) Si 0 < p < 1 et 0 < q ≤ ∞, (L(p,q))′ = {0}

ii) Si 0 < q ≤ 1, (L(1,q))′ = L∞

iii) Si 1 < q <∞, (L(1,q))′ = {0}

iv) L(∞,1) ( (L(1,∞))′

v) Si 1 < p <∞ et 0 < q ≤ 1, (L(p,q))′ = L(p′,∞)

vi) Si 1 < p <∞ et 1 < q <∞, (L(p,q))′ = L(p′,q′)

vii) Si 1 < p <∞, L(p′,1) ( (L(p,∞))′ : il existe des formes linéaires s’annulant sur les fonctions simples

viii) (L(∞,∞))′ = (L∞)′ = bo est l’ensemble des fonctions à variations bornées définies sur les boréliens.

Théorème A.1.5 : Dualité

Démonstration. On décomposeX =
⋃∞
N=1KN où (KN )N est une suite croissante d’ensembles mesurables de mesure

finie.
Soit T ∈ (L(p,q))′. On considère la mesure σ : E 7→ T (1E), qui vérifie |σ(E)| ≤ (p/q)1/q‖T‖µ(E)1/p. Donc σ << µ
et il existe g :→ C mesurable vérifiant

∀N ∈ N,
∫
KN

|g|dµ <∞, ∀E mesurable, T(1E) =

∫
X

g1Edµ

Par linéarité et densité des fonctions étagées dans L(p,q) (pour q <∞), on obtient

∀f ∈ L(p,q), T (f) =

∫
X

gfdµ

i) :Supposons 0 < p < 1. Prenons f =
∑
n an1En une fonction étagée sur X. Comme µ ne possède pas d’atome, on

peut séparer chaque En en une union de Ej,n de mesure inférieure à N−1µ(En). Notons fj :=
∑
n an1Ej,n . Ainsi,

‖fj‖L(p,q) = N−1/p‖f‖L(p,q) . Par conséquent,

|T (f)| ≤
N∑
j=1

|T (fj)| ≤ ‖T‖N1−1/p‖f‖L(p,q)

Comme 0 < p < 1, la limite N →∞ donne T (f) = 0.
ii) Passons au cas p = 1, 0 < q ≤ 1. Chaque g ∈ L∞ définit une forme linéaire continue sur L(1,q) :∣∣∣∣∫

X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖L∞‖f‖L1 ≤ C(q)‖g‖L∞‖f‖L(1,q)

Réciproquement, la fonction g définit précédemment vérifie pour tout E ⊂ KN et tout N ≥ 1, |
∫
E
gdµ| ≤ ‖T‖µ(E).

Donc |g| ≤ ‖T‖ presque partout et g ∈ L∞.

iii) Dans le cas p = 1, 1 < q < ∞ : supposons par l’absurde que |g| ≥ δ sur un ensemble E0 avec µ(E0) > 0.
Prenons h ∈ L(1,q) positive et posons f := ḡ

|g|2h1E0
. Alors

‖h‖L1(E0) = T (f) ≤ ‖T‖‖f‖L(1,q) ≤ ‖T‖
‖h‖L(1,q)(E0)

δ
≤ C(q, E0)

δ
‖T‖‖h‖L1(E0)
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Ceci étant vrai pour tout h, on obtient T = 0.

iv) Dans le cas p = 1, q =∞ : Cwikel et Sagher, L(p,∞)∗

Pour f ∈ L(1,∞), on pose N0(f) := lim supt→0 t
2f∗∗(t) où On considère des ensembles disjoints (En)n∈N tels que

µ(En) = 2−n et on pose f :=
∑
n∈N 2n1En .

De sorte que f∗∗ ≥
(

1
2x

)∗∗ et N0(f) ≥ N0( 1
2x ) = 1

2 .
N0 définit donc une semi-norme non triviale.

v) Dans le cas 1 < p <∞, 0 < q ≤ 1 : pour g ∈ L(p′,∞),∣∣∣∣∫
X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

t
1
p f∗(t)t

1
p′ g∗(t)

dt

t
≤ ‖f‖L(p,1)‖g‖L(p′,∞) ≤ C(p, q)‖f‖L(p,q)‖g‖L(p′,∞)

Réciproquement, considérant f := ḡ
|g|21{|g|>α}, on trouve

αµ({|g| > α}) =

∣∣∣∣∫
X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ‖T‖‖f‖L(p,q) =

(
p

q

) 1
q

‖T‖µ({|g| > α})
1
p

Par conséquent, ‖g‖L(p′,∞) ≈ ‖T‖.

vi) Cas 1 < p <∞ et 1 < q <∞ : on a∣∣∣∣∫
X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

t
1
p f∗(t)t

1
p′ g∗(t)

dt

t
≤ ‖f‖L(p,q)‖g‖L(p′,q′)

Réciproquement, pour tout f ∈ L(p,q), le fait que µ est sans atomes donne∫ ∞
0

f∗(t)g∗(t)dt = sup
h,dh=df

∣∣∣∣∫
X

hgdµ

∣∣∣∣ ≤ ‖T‖‖f‖L(p,q)

Considérons f telle que f∗(t) =
∫∞
t/2

s
q′
p′−1

g∗(s)q
′−1 ds

s . Alors

‖f‖L(p,q) =

(∫ ∞
0

t
q
p

[∫ ∞
t/2

s
q′
p′−1

g∗(s)q
′−1 ds

s

]q
dt

t

) 1
q

≤ C(p, q)

(∫ ∞
0

[
t

1
p′ g∗(t)

]q′ dt
t

) 1
q

= C(p, q)‖g‖
q′
q

L(p′,q′) <∞

Ainsi, ∫ ∞
0

f∗(t)g∗(t)dt ≤ C(p, q)‖T‖‖g‖
q′
q

L(p′,q′)

D’un autre côté,∫ ∞
0

f∗(t)g∗(t)dt =

∫ ∞
0

∫ ∞
t/2

s
q′
p′−1

g∗(s)q
′−1 ds

s
g∗(t)dt ≥

∫ ∞
0

g∗(t)q
′
∫ t

t/2

s
q′
p′−1 ds

s
dt = C(p, q)‖g‖q

′

L(p′,q′)

Par conséquent, ‖g‖L(p′,q′) ≤ C(p, q)‖T‖ sous la condition ‖g‖L(p′,q′) <∞. Mais il suffit de remplacer g par g1KN ,
on trouve ‖g‖L(p′,q′)(KN ) ≤ C(p, q)‖T‖ et on passe à la limite N →∞.

vii) : M. Cwikel, The dual of weak L p
Montrons d’abord
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Si g : X → R et K ≥ 0 est mesurable vérifiant pour tout fonction simple f , |
∫
X
fgdµ| ≤ K‖f‖L(p,∞) , alors

g ∈ L(p′,1).

Lemme A.1.6 :

Démonstration. Si E est un ensemble de mesure supérieure à t,∫
E

|g|dµ =

∫
X

1Esgn(g)gdµ ≤ K‖sgn(g)1E‖L(p,∞) = Kµ(E)1/p

Et il suit que t1/p
′
g∗∗(t) ≤ K donc g ∈ L(p′,∞).

On appelle famille monotone continue (CMF) sur X une famille (At)0≤t≤µ(X) d’ensembles mesurables vérifiant
A0 = ∅, Aµ(X) = X, si t < s alors At ⊂ As et ∀t, µ(At) = t.
On dit qu’une CMF (At)t support une fonction mesurable positive h si

∀t ∈ (0, µ(X)), ‖h‖L∞(X\At) ≤ ess inf
At
h

En particulier, comme X est non atomique, pour tout λ ≥ 0, il existe une CMF sur Eλ := {|g| = λ}, que l’on note
(Bλθ )0≤θ≤µ(Eλ). Alors les ensembles

At := {|g| > g∗(t)} ∪Bg
∗(t)
t−dg(g∗(t))

forment une CMF supportant |g|.
Posons s :=

∑
k∈Z 2−k/p1A

2k+1\A2k
. Alors s∗ =

∑
k∈Z 2k/p1[2k,2k+1) et on obtient que ∀t, t−1/p ≤ s∗(t) ≤ 21/pt−1/p.

De plus, (At)t supporte à la fois s et s|g|. Ainsi,

‖g‖L(p′,1) ≤ C
∫ ∞

0

t
1
p′ g∗(t)

dt

t
= C

∫ ∞
0

t−
1
p g∗(t)dt ≤ C

∫ ∞
0

s∗(t)g∗(t)dt ≤ C
∫ ∞

0

ess inf
At

(s|g|)dt

Montrons que ess infAt(s|g|) = (s|g|)∗(t) presque partout. Posons h = s|g|.
Comme (At)t est croissante, t 7→ ess infAt h est continue à gauche. De plus,

∀t ∈ [0, µ(X)], ess inf
At
h = sup

µ(E)≥t
ess inf

E
h

En effet, si µ(E) ≥ t, alors ess infE h = min
(
ess infAt∩E h, ess infE\At h

)
. Or si µ(At \ E) > 0 et µ(E \At) > 0 :

ess inf
E\At

h ≤ ess sup
X\At

h ≤ ess inf
At
h ≤ ess inf

At\E
h

Donc ess infE h ≤ ess infAt h.
Si µ(At \ E) = 0 alors At ⊂ E pp car µ(At) = t ≤ µ(E). Idem si µ(E \ At) = 0. Dans tous les cas, on conserve
ess infE h ≤ ess infAt h et on obtient l’identité voulue.
De sorte que

|{t | ess inf
At
h > α}| = sup{t | ess inf

At
h > α} = sup{µ(E) | ess inf

E
h > α} = µ({h > α})

Donc t 7→ ess infAt h et h∗ sont décroissante, de même fonction de répartition. Donc elles sont égales presque partout.
Par conséquent,

‖g‖L(p′,1) ≤ C|sg|L(1,1) ≤ C ′
∫
X

|sg| ≤ C ′K lim sup
N→∞

∥∥∥∥∥sgn(g)

N∑
k=−N

2−k/p1A
2k+1\A2k

∥∥∥∥∥
L(p,∞)

<∞
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On considère N0 et N∞ les semi-normes sur L(p,∞) données par

N0(f) := lim sup
t→0

t1/pf∗∗(t) et N∞(f) := lim sup
t→∞

t1/pf∗∗(t)

On note S0 ⊂ (L(p,∞))′ l’ensemble des formes linéaires continues pour N0 et S∞ ⊂ (L(p,∞))′ l’ensemble des formes
linéaires continues pour N∞. Montrons que (L(p,∞))′ = L(p′,1) ⊕ S0 ⊕ S∞.
Soit l ∈ (L(p,∞))′ et pour tout ensemble mesurable F , ν(F ) := l(1F ). Alors ν est σ-additive et absolument continue
par rapport à µ. Donc ν possède une dérivée de Radon-Nikodym g et donc pour tout fonction simple f , l(f) =∫
X
fgdµ.

Par ce qui précède, g ∈ L(p′,1) et l’inégalité de Hölder donne que f 7→
∫
X
fgdµ est continue sur L(p,∞). Ceci montre

que (L(p,∞))′ = L(p′,1) ⊕ S où S est l’ensemble des formes linéaires continues qui s’annulent sur la fermeture de
l’ensemble des fonctions simples.
On veut montrer que S = S0 ⊕ S∞. Pour l ∈ S, prenons α > 0 et posons

∀f ∈ L(p,∞), l0(f) := l(f1{|f |>α}) et l∞(f) := l(f1{|f |≤α})

De sorte que l = l0 + l∞. De plus, on remarque que es définitions sont indépendantes de α car l ∈ S donc pour tout
α, β > 0 et f, g ∈ L(p,∞), les fonctions

f1{|f |>α} − f1{|f |>β}
f1{|f |≤α} − f1{|f |≤β}

sont annulées par l. Ainsi l0(f) = limα→∞ l(f1{|f |>α}) et l∞(f) = limα→0 l(f1{|f |≤α}).
Sous cette forme, on voit que pour tout ε > 0, l0(f) ≤ ‖l‖(L(p,∞))′ sup0<t<ε t

1/pf∗∗(t) et donc l0 ∈ S0.
Pour voir que l∞ ∈ S∞, on remarque que pour tout f ∈ L(p,∞), en posant fα = f1{|f |≤α} + α1{|f |>α}, on a
l∞(f) = l∞(fα) avec supt>0 t

1/pf∗∗α (t) ≤ supt≥fα(α) t
1/pf∗∗(t).

viii) : Akilov/Kantorovich : Functional analysis, chapitre 6, section 2, théorème 2
Soit φ ∈ bo(X,µ). On cherche à définir l’intégrale par rapport à φ de la manière suivante : si f : X → C est
une fonction simple de la forme

∑n
i=1 λi1Ai avec les Ai mesurables, on pose

∫
X
f(x)dφ(x) :=

∑n
i=1 λiφ(Ai). Alors

|
∫
fφ| ≤ ‖f‖L∞‖φ‖TV de sorte que l’on puisse étendre l’intégrale par rapport à φ sur tout L∞ et on obtient une

forme linéaire continue L sur L∞ vérifiant ‖L‖(L∞)′ ≤ ‖φ‖TV . Montrons l’inégalité inverse.
Pour tout ε > 0, il existe des ensembles mesurables (Ai)1≤i≤n deux à deux disjoints tels que

⋃
iAi = X et

‖φ‖TV ≤
n∑
i=1

|φ(Ai)|+ ε

Considérons f :=
∑n
i=1 sgn(φ(Ai))1Ai . Alors ‖f‖L∞ ≤ 1 et

∫
X
fdφ =

∑n
i=1 |φ(Ai)| de sorte que

‖φ‖TV ≤
∫
X

fdφ+ ε ≤ ‖L‖(L∞)′ + ε

Ainsi, ‖L‖(L∞)′ = ‖φ‖TV .
Réciproquement, considérons L ∈ (L∞)′. En posant φ(A) := L(1A) pour tout ensemble mesurable A, on obtient une
fonction φ vérifiant ∀A, µ(A) = 0⇒ φ(A) = 0 et ‖φ‖TV ≤ ‖L‖(L∞)′ . Par construction de l’intégrale par rapport à
φ, on a ∀f ∈ L∞, L(f) =

∫
X
fdφ et le résultat suit.

A.1.3 Interpolation

Soit p ∈ (0,∞) et q ∈ (0,∞], Ω ⊂ Rm et U ⊂ Rn ouverts, T : L(p,1)(Ω)→ L(q,∞)(U) un opérateur quasilinéaire
continu :

|T (λf)| = |λ||T (f)|, |T (f + g)| ≤ K(|T (g)|+ |T (g)|), ∀A ⊂ Ω, ‖T (1A)‖L(q,∞) ≤ L|A|
1
p

Lemme A.1.7 :
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Fixons α0 ∈
(

0,min( log(2)
log(2K) , q)

)
. Alors pour tout α ∈ (0, α0], il existe C = C(p, q,K, α) > 0 telle que

∀f ∈ L(p,α)(Ω), ‖T (f)‖L(q,∞) ≤ CL‖f‖L(p,α)

Démonstration. Par quasilinéarité, il suffit de montrer le cas où f est à valeurs dans R+.
Posons α1 = log 2

log(2K) de sorte que (2K)α1 = 2 et α ≤ α1, donc

∀f1, · · · , fm, |T (f1 + · · ·+ fm)| ≤ 4

 m∑
j=1

|T (fj)|α1

 1
α1

≤ 4

 m∑
j=1

|T (fj)|α
 1

α

Montrons que pour tout f ≥ 0,
‖T (f1A)‖L(q,∞) ≤ C(q, α)L|A|

1
p ‖f‖L∞

Quitte à multiplier par une constante, on peut supposer f ≤ 1. On note alors f(x) =
∑∞
j=1 dj(x)2−j la décomposition

de f(x) en binaire, avec dj(x) ∈ {0, 1}. On pose BJ := {x ∈ A | dj(x) = 1} et on obtient f1A =
∑∞
j=1 2−j1Bj . Il

suit

‖T (f1A)‖L(q,∞) ≤ 4

∥∥∥∥∥∥∥
 m∑
j=1

2−jα|T (1Bj )|α
 1

α

∥∥∥∥∥∥∥
L(q,∞)

≤ 4

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

2−jα|T (1Bj )|α
∥∥∥∥∥∥

1
α

L(
q
α
,∞)

≤ 4

 ∞∑
j=1

2−jα‖T (1Bj )‖αL(q,∞)

 1
α

≤ 4L

 ∞∑
j=1

2−jα|Bj |α/p
 1

α

≤ 2L
|A|1/p

(1− 2α)1/α

Et on obtient le résultat avec C(q, α) = 2
(1−2α)1/α

. Maintenant, on considère une fonction f =
∑
n∈Z f1An où

An := {f∗(2n+1) < |f | ≤ f∗(2n)}. Observons que

|An| = |{f∗(2n+1) < f∗ ≤ f∗(2n)}| = |[2n, 2n+1]| = 2n
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Par conséquent,

‖T (f)‖L(q,∞) ≤ 4

∥∥∥∥∥∥
(∑
n∈Z
|T (f1An)|α

) 1
α

∥∥∥∥∥∥
L(q,∞)

≤ 4

(∑
n∈Z
‖T (f1An)‖αL(q,∞)

) 1
α

≤ 8L

(1− 2α)1/α

(∑
n∈Z

f∗(2n)α2nα/p

) 1
α

≤ 8L

(1− 2α)1/α
(log 2)1/α‖f‖L(p,α)

Lorsque f n’est pas à valeurs dans R+, on sépare en f = f1 − f2 + i(f3 − f4) avec fj ≥ 0 pour tout j. On obtient
le lemme avec

C(p, q,K, α) = C(p)K2

(
log(2)

1− 2α

)1/α

Soit r ∈ (0,∞], p0 6= p1 ∈ (0,∞] et q0 6= q1 ∈ (0,∞]. Soit T un opérateur quasilinéaire défini sur Lp0(Ω) +
Lp1(Ω) à valeurs dans les fonctions définies sur U . On suppose qu’il existe M0,M1 > 0 telles que

∀A mesurable, ‖T (1A)‖L(q0,∞)(U) ≤M0|A|1/p0 , ‖T (1A)‖L(q1,∞)(U) ≤M1|A|1/p1

Soit θ ∈ (0, 1) et posons
1

p
:=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

q
:=

1− θ
q0

+
θ

q1

Alors il existe M = M(K, p0, p1, q0, q1,M0,M1, r, θ) > 0 telle que

∀f ∈ L(p,r)(Ω), ‖T (f)‖L(q,r)(U) ≤M‖f‖L(p,r)(Ω)

Théorème A.1.8 :

Démonstration. On peut supposer p0 < p1.
Considérons d’abord p1 <∞. Le lemme précédent donne l’existence deA1, A2 > 0 tels que sim = 1

2 min(q0, q1,
log 2

log(2K) ),

‖T (f)‖L(q0,∞) ≤ A0‖f‖L(p0,m) , ‖T (f)‖L(q1,∞) ≤ A0‖f‖L(p1,m)

Notons

γ =

1
p0
− 1

p
1
r0
− 1

r

=

1
p −

1
p1

1
r −

1
r1

Pour t > 0 et f ∈ L(p,r)(Ω), on note

f t(x) =

{
f(x) si |f(x)| > f∗(tγ)
0 sinon , ft(x) =

{
f(x) si |f(x)| ≤ f∗(tγ)
0 sinon
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et on obtient la séparation f = f t + ft. Observons alors que

(f t)∗(s) ≤
{
f∗(s) si 0 < s < tγ

0 si s ≥ tγ , (ft)
∗(s) ≤

{
f∗(tγ) si 0 < s < tγ

f∗(s) si s ≥ tγ

Par conséquent, f t ∈ L(p0,m)(Ω) et ft ∈ L(p1,m)(Ω) pour tout t > 0. Ainsi pour r <∞,

‖T (f)‖L(q,r) = ‖t
1
q T (f)∗(t)‖Lr( dtt )

≤ K‖t
1
q
(
|T (ft)|+ |T (f t)|

)∗
(t)‖Lr( dtt )

≤ K‖t
1
q T (ft)

∗(
t

2
) + t

1
q T (f t)∗(

t

2
)‖Lr( dtt )

≤ K max(2
1−r
r , 1)

(
‖t

1
q T (ft)

∗(
t

2
)‖Lr( dtt ) + ‖t

1
q T (f t)∗(

t

2
)‖Lr( dtt )

)
≤ K max(2

1−r
r , 1)

(
2

1
q0A0

∥∥∥t 1
q−

1
q0 ‖f t‖L(p0,m)

∥∥∥
Lr( dtt )

+ 2
1
q1A1

∥∥∥t 1
q−

1
q1 ‖f t‖L(p1,m)

∥∥∥
Lr( dtt )

)
≤ K max(2

1−r
r , 1)

(
2

1
q0A0

∥∥∥tγ( 1
p0
− 1
p )‖f t‖L(p0,m)

∥∥∥
Lr( dtt )

+ 2
1
q1A1

∥∥∥tγ( 1
p−

1
p1

)‖f t‖L(p1,m)

∥∥∥
Lr( dtt )

)

≤ K max(2
1−r
r , 1)

2
1
q0A0

|γ|1/r

∥∥∥∥∥u−( 1
p0
− 1
p )

(∫ u

0

f∗(s)ms
m
p0
−1ds

) 1
m

∥∥∥∥∥
Lr( dtt )

+
2

1
q1A1

|γ|1/r

∥∥∥∥∥u−( 1
p−

1
p1

)

(∫ u

0

f∗(u)ms
m
p1
−1ds+

∫ ∞
u

f∗(s)ms
m
p1
−1ds

) 1
m

∥∥∥∥∥
Lr( dtt )


≤ K max(2

1−r
r , 1)

(
2

1
q0A0

m|γ|1/r
r

r( 1
p0
− 1

p )

(∫ ∞
0

[
s

1
p0 f∗(s)

]r
s−r(

1
p0
− 1
p ) ds

s

) 1
r

+ max(2
1−r
r , 1)

2
1
q1

+ 1−m
m A1

m|γ|1/r

[
p1

m
‖f‖L(p,r) +

r

r( 1
p −

1
p1

)

∥∥∥ur( 1
p−

1
p1

)f∗(u)ru
r
p1

∥∥∥
Lr( duu )

])

≤ K max(2
1−r
r , 1)

(
2

1
q0A0

m|γ|1/r
1

1
p0
− 1

p

‖f‖L(p,r) + max(2
1−r
r , 1)

2
1
q1

+ 1−m
m A1

m|γ|1/r

[
1

p1
+

1
1
p −

1
p1

]
‖f‖L(p,r)

)
Pour r =∞, il suffit de passer à la limite.
Pour le cas p1 =∞, les hypothèses donnent que pour tout A mesurable et tout θ ∈ (0, 1),

‖T (1A)‖L(q,∞) ≤M1−θ
0 Mθ

1 |A|1/p

Fixons λ ∈ (0, 1) et posons
1

pλ
:=

1− λ
p0

+
λ

p1
,

1

qλ
:=

1− λ
q0

+
λ

q1

On applique alors l’interpolation entre (p0, q0) et (pλ, qλ) et le résultat suit.

Sot Ω ⊂ Rm et U ⊂ Rn deux ouverts. Soit 1 ≤ r0 < r1 ≤ ∞ et 1 ≤ p0 6= p1 ≤ ∞ et T un opérateur linéaire
continu dont le domaine contient

⋃
r0≤r≤r1 L

r(Ω) et tel que T : Lr0(Ω) → Lp0(U) et T : Lr1(Ω) → Lp1(U)
soient continues.
Alors pour tout θ ∈ [0, 1] si

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
,

1

r
=

1− θ
r0

+
θ

r1

Théorème A.1.9 : Interpolation
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Alors pour tout q ∈ [1,∞], T : L(r,q)(Ω)→ L(p,q)(U) est continu et

‖T‖L(r,q)(Ω)→L(p,q)(U) ≤
(

r

|γ|p

) 1
q

2
1
p

(
r

r − r0
‖T‖Lr0 (Ω)→Lp0 (U) +

r1

r1 − r
‖T‖Lr1 (Ω)→Lp1 (U)

)
où

γ =

1
p0
− 1

p
1
r0
− 1

r

=

1
p −

1
p1

1
r −

1
r1

Démonstration. Théorème précédent.

A propos d’applications harmoniques : (tiré de [5])
La fonction de Green d’une boule BR ⊂ Rn :

G(x, y) =


1

(2−n)|Sn−1|

(
1

|x−y|n−2 −
∣∣∣ R|x|x− |x|R y∣∣∣2−n) si n ≥ 3

1
2π

(
log |x− y| − log

∣∣∣ R|x|x− |x|R y∣∣∣) si n = 2

vérifie pour tout x ∈ BR : {
∆yG(x, y) = 0 pour y ∈ BR \ {x}
G(x, y) = 0 pour y ∈ ∂BR

et pour tout u ∈ C2(BR),

∀x ∈ BR, u(x) =

∫
BR

G(x, y)∆u(y)dy +

∫
∂BR

u(y)
∂G

∂νy
(x, y)dy

Soit u : B2 ⊂ R2 → R harmonique. Alors

∀0 < r < R < 2, ∀p ∈ [1,∞], ∃C = C(r,R, p) > 0, ‖∇u‖Lp(Br) ≤ C‖∇u‖L(2,∞)(BR)

Théorème A.1.10 :

Démonstration. Soit 0 < r < R1 < R < R2 < 2. On applique la formule de Green : il existe C ∈ R telle que

∀x ∈ Br, u(x) =
1

2π

∫
∂BR

∂ν

(
log |x− y| − log

∣∣∣∣ R|x|x− |x|R y

∣∣∣∣)u(y)dy

=
1

2π

∫
∂BR

〈
y

R
,
y − x
|y − x|2

−
∣∣∣∣ R|x|x− |x|R y

∣∣∣∣−2 |x|
R

(
R

|x|
x− |x|

R
y

)〉
u(y)dy

=
1

2π

∫
∂BR

〈
y

R
,
y − x
|y − x|2

+

∣∣∣∣ R|x|x− |x|R y

∣∣∣∣−2( |x|2
R2

y − x
)〉

u(y)dy

=
1

2πR

∫
∂BR

 〈y, y − x〉|y − x|2
+
〈x− y, x〉∣∣∣ R|x|x− |x|R y∣∣∣2

u(y)dy
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De plus, un calcul donne

∇x

(
1

2

∣∣∣∣ R|x|x− |x|R y

∣∣∣∣2
)

= −
∣∣∣∣ R|x|x− |x|R y

∣∣∣∣2 x

|x|2
+

(
R

|x|

)2

x− y − 2

〈
y, x−

(
|x|
R

)2

y

〉
x

|x|2

dont la norme est contrôlée par 1
|x| et pour |y| = R et |x| ≤ r, on a

∣∣∣ R|x|x− |x|R y∣∣∣ ≥ R− r.
Par conséquent, il existe c = c(r,R1, R2) > 0 telle que

∀x ∈ Br, |∇u(x)| ≤ c

(R− r)2

∫
∂BR

|u|

Or pour tout λ ∈ R, la fonction v := u− λ est également harmonique et on obtient

∀λ ∈ R, ∀R ∈ (R1, R2), ∀x ∈ Br, |∇u(x)| ≤ c

(R− r)2

∫
∂BR

|u(y)− λ|dy

Donc si l’on intègre pour R ∈ [R1, R2],

∀λ ∈ R, ∀x ∈ Br, |∇u(x)| ≤ c(r,R1, R2)

∫ R2

R1

∫
∂BR

|u(y)− λ|dydR = c

∫
BR2
\BR1

|u(y)− λ|dy

Maintenant, en prenant pour λ la moyenne de u sur BR2
\BR1

, l’inégalité de Poincaré donne

∀x ∈ Br, |∇u(x)| ≤ c(r,R1, R2)‖∇u‖L1(BR2
\BR1

) ≤ c‖∇u‖L1(BR2
) ≤ c‖∇u‖L(2,∞)(BR2

)‖1‖L(2,1)(BR2
)

A.2 Espace BMO
Cette section vient de [17], chapitre 3.

A.2.1 Moyennes locales

Pour f ∈ L1
loc(Rm), on note

∀x ∈ Rm, ∀r > 0, fx,r = fB(x,r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f

On pose

‖f‖BMO(Rm) := sup
x∈Rm,r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− fx,r|dy

et BMO(Rm) est l’ensemble des f telle que ‖f‖BMO(Rm) < +∞. BMO(Rm)/R est un espace de Banach.
On pose

VMO(Rm) :=

{
f ∈ BMO(Rm) | ∀x ∈ Rm,

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− fx,r|dy −−−−−→
r→+∞

0

}

Definition A.2.1 : Espaces BMO et VMO
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Soit f ∈ L1
loc(Rm).

(i) Supposons qu’il existe A > 0 tel que pour tout cube Q de Rm, il existe cQ ∈ R vérifiant

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− cQ|dx ≤ A

Alors f ∈ BMO(Rm) et ‖f‖BMO ≤ 2A.

(ii)
1

2
‖f‖BMO ≤ sup

Q
inf
cQ

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− cQ|dx ≤ ‖f‖BMO

(iii) Si h ∈ Rm, alors ‖f(.− h)‖BMO = ‖f‖BMO

(iv) Si λ > 0 alors ‖f(λ·)‖BMO = ‖f‖BMO.

(v) Si f, g ∈ BMO(Rm) alors

‖|f |‖BMO ≤ 2‖f‖BMO, ‖max(f, g)‖BMO, ‖min(f, g)‖BMO ≤
3

2
(‖f‖BMO + ‖g‖BMO)

(vi) ‖.‖BMO est équivalent à

‖f‖BMOb := sup
B boule

1

|B|

∫
B

|f(x)− fB |dx

la constante dépend de la dimension.

Proposition A.2.2 :

Démonstration. (i) : Il suffit de voir que pour tout cube Q et presque tout x ∈ Q,

|f(x)− fQ| ≤ |f(x)− cQ|+ |fQ − cQ| ≤ |f(x)− cQ|+
1

|Q|

∫
Q

|f(y)− cQ|dy

On prend la moyenne et on obtient ‖f‖BMO ≤ 2A.
(ii) : L’inégalité de gauche suit directement de (i). Celle de droite vient du choix cQ = fQ.
(v) : Pour la première inégalité, si x ∈ Q, |f(x)| ≤ |f(x)− fQ|+ |fQ| donc en intégrant,

|f |Q ≤ |f − fQ|Q + |fQ| ≤ |f − fQ|Q + |fQ − f(x)|+ |f(x)|

Ainsi, ∣∣∣∣ |f(x)| − 1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy
∣∣∣∣ ≤ |f(x)− fQ|+

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy

D’où le résultat. Pour le min et le max, on utilise que min(f, g) = f+g−|f−g|
2 et max(f, g) = f+g+|f−g|

2 .
(vi) : Etant donné un cube Q, on considère la plus petite boule B qui contient Q. Alors |B|/|Q| = 2−m m

√
mνm où

νm est le volume de la boule unité. Donc

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fB |dx ≤
|B|
|Q|

1

|B|

∫
B

|f(x)− fB |dx ≤
νm m
√
m

2m
‖f‖BMOb

Donc (i) donne ‖f‖BMO ≤ 21−mνm m
√
m‖f‖BMOb . On fait de même pour l’autre sens, étant donné une boule, on

considère le plus petit cube contenant cette boule et on utilise (i) pour l’espace BMOb.
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A.2.2 Inégalité de John-Nirenberg

Notons Q0 le cube unité. Soit f ∈ L1(Q0) positive et α > |Q0|−1
∫
Q0
f .

Il existe une famille de cubes diadiques disjoints (Qj)j telle que f ≤ α presque partout sur Q0 \
⋃
j Qj et

α ≤ |Qj |−1
∫
Qj
f ≤ 2nα.

Lemme A.2.3 :

Démonstration. Coupons Q0 en 2n cube diadiques et conservons un cube Q si α ≤ |Q|−1
∫
Q
f .

Pour les autres, on continue de couper et on garde les cubes vérifiant α ≤ |Q|−1
∫
Q
f . On note (Qj)j les cubes

gardés pendant ce processus.
Il ne reste qu’à vérifier la première propriété. Si Q est un prédécesseur de Qj (un cube contenant Qj de côté deux
fois plus grand). Par construction, on a α > |Q|−1

∫
Q
f . Notons F = Q0 \

⋃
j Qj .

Pour tout x ∈ F , étant donné la manière dont on a construit (Qj)j , il existe une suite de cubes (Qi)i contenant x
vérifiant

∀i, 1

|Qi|

∫
Qi
f < α, et diam(Qi) −−−→

i→∞
0

Le théorème de Lebesgue donne f ≤ α presque partout sur F .

Soit u ∈ L1(Ω) vérifiant

∀B(x, r) ⊂ Ω,

∫
B(x,r)

|u− ux,r| ≤Mrn

Alors il existe p0 = p0(n) et C = C(n) tels que

|{x ∈ Q | |u(x)− uQ| > t}| ≤ |Q|e1− p0M t

En particulier,

∀B(x, r) ⊂ Ω,

∫
B(x,r)

e
p0
M |u−ux,r| ≤ Crn

Théorème A.2.4 : Inégalité de John-Nirenberg

Démonstration. Supposons Ω = Q0. L’hypothèse se réécrit

∀Q ⊂ Q0,

∫
Q

|u− uQ| ≤M |Q|

Quitte à diviser u par M , on peut supposer M = 1. Prenons α > 1 ≥ |Q0|−1
∫
Q0
|u − uQ0

|. Appliquons le lemme

précédent à f = |u− uQ0
| : il existe une suite de cubes disjoints (Q

(1)
j )j≥1 telle que

α ≤ 1

|Q(1)
j |

∫
Q

(1)
j

|u− uQ0
| < 2nα, |u(x)− uQ0

| ≤ α, pour presque tout x ∈ Q0 \
⋃
j≥1

Q
(1)
j

En particulier, ∑
j

|Q(1)
j | ≤

1

α

∫
Q0

|u− uQ0
| ≤ |Q0|

α

∀j, |u
Q

(1)
j
− uQ0 | ≤

1

|Q(1)
j |

∫
Q

(1)
j

|u− uQ0 | ≤ 2nα
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Par définition de ‖.‖BMO :

∀j, 1

|Q(1)
j |

∫
Q

(1)
j

|u− u
Q

(1)
j
| ≤ 1 < α

On applique le lemme précédent à f = |u− u
Q

(1)
j
| dans Q(1)

j : il existe (Q
(2)
j )j≥1 une suite de cubes disjoints dans⋃

j≥1Q
(1)
j telle que

∞∑
j=1

|Q(2)
j | ≤

1

α

∑
j

∫
Q

(1)
j

|u− u
Q

(1)
j
| ≤ 1

α

∑
j

|Q(1)
j | ≤

|Q0|
α2

et |u(x)−u
Q

(1)
j
| ≤ α pour presque tout x ∈ Q(1)

j \
⋃
j Q

(2)
j , ce qui implique |u(x)−uQ0

| ≤ 2 · 2nα pour presque tout

x ∈ Q0 \
⋃
j Q

(2)
j .

Continuons ce processus : pour tout k ≥ 1, il existe une suite de cubes disjoints (Q
(k)
j )j telle que

∑
j

|Q(k)
j | ≤

|Q0|
αk

, et |u(x)− uQ0
| ≤ k2nα pour presque tout x ∈ Q0 \

⋃
j

Q
(k)
j

Donc

|{x ∈ Q0 | |u(x)− uQ0
| > 2nkα}| ≤

∞∑
j=1

|Q(k)
j | ≤

|Q0|
αk

Pour tout t > 0, il existe k ∈ N tel que t ∈ [2nkα, 2n(k + 1)α). Pour ce k,

α−k = αe−(k+1) logα ≤ αe−
logα
2nα t

Par conséquent
|{x ∈ Q0 | |u(x)− uQ0 | > t}| ≤ |Q0|αe−

logα
2nα t

Donc pour tout cube Q,
|{x ∈ Q | |u(x)− uQ| > t}| ≤ |Q|αe−

logα
2nα t

Donc ∫
Q

e
logα

2n+1α
|u(x)−uQ|dx =

∫
Q

∫ +∞

0

1{|u−uQ|>t}
logα

2n+1α

e
logα

2n+1nα
t dtdx

=

∫ +∞

0

|{|u− uQ| > t}|
logα

2n+1α

e
logα

2n+1α
tdt

≤ |Q|
∫ +∞

0

α
logα

2n+1α

e−
logα

2n+1α
tdt

Pour tout p ∈ (0,∞), il existe B = B(p,m) tel que

∀f ∈ BMO(Rm), sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p
) 1
p

≤ B‖f‖BMO

Corollary A.2.5 :
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Démonstration. On calcule :

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|p =
p

|Q|

∫ ∞
0

αp−1|{|f − fQ| > α}| dα

≤ C(p,m)

∫ ∞
0

αp−1e
− Aα
‖f‖BMO dα = C ′(p,m)‖f‖pBMO

Pour tout p ∈ (1,∞) et f ∈ BMO(Rm),

‖f‖BMO ≈ sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|pdx
) 1
p

Corollary A.2.6 :

A.2.3 Fonction maximale

Soit n ≥ 2, f ∈ L1(BRn(0, 1)), n > α > 0 tels que

Mαf :

(
x 7→ sup

r>0

1

rα

∫
B(x,r)

|f |

)
∈ L∞(B(0, 1))

Alors 1
|x|α ∗ |f | ∈ BMO(B(0, 1)).

Théorème A.2.7 : Fonction maximale et potentiel de Riesz

Démonstration. Soit x0 ∈ B(0, 1) et r > 0 tel que B(x0, 3r) ⊂ B(0, 1). On pose f ′ = |f |1B(x0,3r) et f ′′ = |f | − f ′.
Montrons que 1

|x|α ∗ f
′ et 1

|x|α ∗ f
′′ sont dans BMO. Commençons par f ′ :∫

B(x0,r)

1

|x|α
∗ f ′ =

∫
B(x0,r)

∫
B(x0,3r)

|f(y)|
|x− y|α

dydx

=

∫
B(0,1)

|f(x0 + 3rȳ)|
∫
B(0,1)

rndx̄

rα|x̄− 3ȳ|α
(3r)ndȳ

≤ 3nr2n−α
∫
B(0,1)

|f(x0 + 3rȳ)|dȳ
∫
B(0,4)

dz

|z|α

≤ C(α)rnMαf
′(x0)

Donc
1

rn

∫
B(x0,r)

[
1

|x|α
∗ f ′ −

(
1

|x|α
∗ f ′

)
x0,r

]
≤ CMαf

′(x0)

Passons à f ′′ : si z ∈ B(x0, 3r)
c et x ∈ B(x0, r) alors |x0 − z| > 3r et |x− z| > r, donc

| 1

|x|α
∗f ′′(x)− 1

|x|α
∗f ′′(x0)| = |

∫
B(x0,3r)c

(
1

|x− z|α
− 1

|x0 − z|α

)
|f(z)| dz| ≤ (3−α+1)r−α

∫
B(x0,3r)c

|f | ≤ C(α)Mαf
′′(x0)

En intégrant, on obtient le résultat voulu.
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En particulier, comme α < n, il existe p > 1 tel que 1/|x|α ∈ Lploc(Rn) et donc 1
|x|α ∗ |f | ∈ L

p(B(0, 1)).

On pose pour tout f ∈ L1
loc(Rn) :

Mf : x 7→ sup
δ>0

1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

|f(y)|dy

Soit f : Rn → R.

(a) Si f ∈ L1, alors pour tout α > 0,

|{Mf > α}| ≤ c(n)

α

∫
Rn
|f |dµ

(b) Si f ∈ Lp avec 1 < p ≤ ∞, alors Mf ∈ Lp et

||Mf ||p ≤ Ap||f ||p

avec Ap →∞ lorsque p→ 1.

Autrement dit, M est continu de L1 → L(1,∞) et Lp → Lp pour p ∈ (1,∞].

Théorème A.2.8 : Théorème maximal

Pour démontrer ceci, on aura besoin de poser la fonction M̃f (pour f ∈ L1
loc) comme la fonction maximale

décentrée définie par

M̃f(x) = sup

{
1

|B|

∫
B

|f |dµ | B boule contenant x
}

Remarquons que M̃f est semi-continue inférieurement comme sup de fonctions continues.
De plus, on aMf ≤ M̃f ≤ c(n)Mf . En effet, si x ∈ Rn, soit B = B(y, δ) une boule contenant x. Alors B ⊂ B(x, 2δ).
Donc

1

|B(y, δ)|

∫
B(y,δ)

|f |dµ ≤ 1

|B(x, δ)|

∫
B(x,2δ)

|f |dµ

≤ 2n

|B(x, 2δ)|

∫
B(x,2δ)

|f |dµ ≤ 2nMf(x)

Donc M̃f ≤ 2nMf .

Démonstration. On commence par montrer (a).
Soit α > 0. Posons Eα = {x|M̃f(x) > α} (c’est un ouvert car M̃f est semi-continue inférieurement). Soit E ⊂ Eα
un compact.
Par définition de Eα, pour tout x ∈ E, il existe une boule Bx telle que x ∈ Bx et

|Bx| <
1

α

∫
Bx

|f |

Par compacité de E, du recouvrement
⋃
x∈E Bx, on peut en extraire un recouvrement fini. En parcourant les boules

dans l’ordre décroissant de leur rayon et en enlevant celles qui intersectent les précédentes, on peut en sélectionner
une sous-famille disjointe B1,...,Bm vérifiant |E| ≤ c(n)

∑m
k=1 |Bk|.

Comme chaque Bk vérifie l’inégalité précédente, on obtient

µ(E) ≤ c

α

∫
|f |dµ
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En prenant le supremum sur tout les compact E ⊂ Eα et en utilisant le fait que Mf ≤ M̃f ,

|{Mf > α}| ≤ |{M̃f > α}| ≤ c

α

∫
|f |

Montrons (b).
Tout d’abord, notons que M̃(f) ≤ M̃(f1) + α

2 oú f1 = f1{|f |>α
2 }.

Donc {M̃(f) > α} ⊂ {M̃(f1) > α
2 } et on obtient alors

|{M̃(f) > α}| ≤ c

α

∫
{|f |>α

2 }
|f |

Ainsi, ∫
(M̃f)pdµ = p

∫ ∞
0

µ({M̃f > α})αp−1dα ≤ c2p
∫ (∫ 2|f |

0

αp−2dα

)
|f |dµ ≤ 2p−1 cp

p− 1

∫
|f |pdµ

D’où le résultat avec Ap = (2p−1cp/(p− 1))
1
p qui tend vers ∞ lorsque p→ 1.

A.3 Décomposition de Paley-Littlewood
Cette section vient de [16], chapitre 6.

On considère ψ ∈ S(Rm) radiale dont la transformée de Fourier est positive, supportée dans l’anneau {1 − 1
7 ≤

|ξ| ≤ 2}, égale à 1 dans l’anneau {1 ≤ |ξ| ≤ 2 − 2
7} et vérifiant ψ̂(ξ) + ψ̂(ξ/2) = 1 sur l’anneau {1 ≤ |ξ| ≤ 4 − 4

7}
(pour cela, on considère une fonction radiale vérifiant ces propriétés et on prend ψ comme sa transformée de Fourier
inverse).
Ainsi, pour ξ 6= 0, on a

∑
j∈Z ψ̂(2−jξ) = 1. On définit alors l’opérateur de Littlewood-Paley ∆j donné par

∀f ∈ S(Rm), F(∆j(f)) = F(∆ψ
j (f)) = ψ̂(2−jξ)f̂(ξ)

Ainsi, en notant ψ2−j := 2jmψ(2j ·), on a ∆j = ψ2−j ∗ ·.

Il existe C = C(m,ψ) > 0 tel que pour tout p ∈ (1,∞) et f ∈ Lp(Rm),∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(Rm)

≤ C max(p,
1

p− 1
)‖f‖Lp(Rm)

Si f ∈ L1(Rm), ∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L(1,∞)(Rm)

≤ C‖f‖L1(Rm)

Réciproquement, si f ∈ S′(Rm) vérifie
(∑

j∈Z |∆j(f)|2
)1/2

∈ Lp(Rm) pour un certain p ∈ (1,∞), alors il
existe un unique polynôme Q tel que f −Q ∈ Lp(Rm) et

‖f −Q‖Lp(Rm) ≤ C max(p,
1

p− 1
)

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp(Rm)

Théorème A.3.1 :
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Démonstration. On considère d’abord le cas p = 2. Plancherel donne∫
Rm

∑
j∈Z
|∆j(f)|2dx =

∫
Rm

∑
j∈Z
|ψ̂(2−jξ)f̂(ξ)|2 dξ

=
∑
j∈Z

∫
{2j(1− 1

7 )≤|ξ|≤2j+1}
|ψ̂(2−jξ)f̂(ξ)|2 dξ

=
∑
j∈Z

(∫
{2j(1− 1

7 )≤|ξ|≤2j}
|ψ̂(2−jξ)f̂(ξ)|2 dξ +

∫
{2j<|ξ|≤2j+1}

|ψ̂(2−jξ)f̂(ξ)|2 dξ

)

≤
∑
j∈Z

(∫
{2j(1− 1

7 )≤|ξ|≤2j}
|f̂(ξ)|2 dξ +

∫
{2j<|ξ|≤2j+1}

|f̂(ξ)|2 dξ

)
≤ 2‖f‖2L2

Dans le cas où p 6= 2, on considère l’opérateur T : f 7→ (∆j(f))j∈Z. Alors en notant K(x)(a) := (ψ2−j (x)a)j∈Z, T
s’écrit

T (f)(x) =

(∫
Rm

ψ2−j (x− y)f(y)dy

)
j∈Z

=

∫
Rm

K(x− y)(f(y))dy

K(x) : C→ l2(Z) est un opérateur borné avec ‖K(x)‖C→l2(Z) =
(∑

j∈Z |ψ2−j (x)|2
)1/2

. Donc pour |x| ≥ 2|y|,

‖K(x− y)−K(x)‖C→l2(Z) =

∑
j∈Z
|ψ2−j (x− y)− ψ2−j (x)|2

 1
2

≤

 ∑
j∈Z,2j< 2

|x|

|ψ2−j (x− y)− ψ2−j (x)|2 +
∑

j∈Z,2j> 2
|x|

|ψ2−j (x− y)− ψ2−j (x)|2


1
2

≤

 ∑
j∈Z,2j< 2

|x|

(‖∇ψ‖L∞2j(m+1)|y|)2 +
∑

j∈Z,2j> 2
|x|

(
2‖ψ‖L∞ |y|

1
2

2j(n+ 1
2 )

(1 + 2j−1|x|)n+1

)2


1
2

≤ C(m,ψ)

(
|y|
|x|n+1

+
|y|1/2

|x|n+1/2

)
Par conséquent, K vérifie la condition de Hörmander

∀y ∈ Rm,
∫
|x|≥2|y|

‖K(x− y)−K(x)‖C→l2(Z)dx ≤ C

Et donc T admet une extension bornée de Lp → Lp (pour tout 1 < p <∞) et L1 → L(1,∞).
Passons à la réciproque. Prenons f ∈ S′(Rm) et notons ∆∗j : f 7→ F−1[f̂

¯̂
ψ2−j ] l’adjoint de ∆j . Alors

∑
j∈Z ∆∗j∆j(f)

converge dans S′(Rm).
En effet, la suite donnée par ∀N ∈ N, uN :=

∑
|j|<N ∆∗j∆j(f) est une suite de Cauchy : on remarque que pour

M > N et g ∈ S(Rm),

| 〈uN , g〉 − 〈uM , g〉 | ≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
N≤|j|≤M

|∆j(g)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp′
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Donc (〈uN , g〉)N converge vers une certaine limite Λ(g) et il faut montrer que Λ ∈ S′(Rm). On a

|Λ(g)| ≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|∆j(g)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp′

≤ C(p′)

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

‖g‖Lp′

En particulier, Λ ∈ S′(Rm). et
∑
j ∆∗j∆j converge. De plus, F

[
f −

∑
j∈Z ∆∗j∆j(f)

]
est supporté en 0. Donc

f −
∑
j∈Z ∆∗j∆j(f) = Q est polynômiale. On peut estimer :

| 〈f −Q, ḡ〉 | = |
∑
j∈Z
〈∆jf,∆j ḡ〉 |

≤
∫
Rm

∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2
∑
j∈Z
|∆j(g)|2

 1
2

dx

≤

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(g)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp′

≤ C(m, p′)

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

‖g‖Lp′

Par conséquent, ‖f −Q‖Lp ≤ C(m, p′)

∥∥∥∥(∑j∈Z |∆j(f)|2
) 1

2

∥∥∥∥
Lp

.

On remarque que pour tout j ∈ Z, ∆j = (∆j−1 + ∆j + ∆j+1)∆j . On définit la fonction Schwartz φ par

∀ξ ∈ Rm, φ̂(ξ) =

{ ∑
j≤0 ψ̂(2−jξ) si ξ 6= 0

1 si ξ = 0

Et on introduit l’opérateur S0 en posant S0(f) := φ∗f . On a ainsi S0 +
∑∞
j=1 ∆j = id qui est une série convergente

dans S′(Rm).

Soit s ∈ R et p ∈ (1,∞). Alors il existe C = C(m, s, p, φ, ψ) > 0 telle que

∀f ∈W s,p(Rm), ‖S0(f)‖Lp +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=1

(2js|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ C‖f‖W s,p

Réciproquement, il existe C = C(m, s, p, φ, ψ) > 0 tel que si f ∈ S′(Rm) vérifie

‖S0(f)‖Lp +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=1

(2js|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

< +∞

Théorème A.3.2 :
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alors f ∈W s,p(Rm) et

‖f‖W s,p ≤ C

‖S0(f)‖Lp +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=1

(2js|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp



Démonstration. Pour f ∈ S′(Rm), on note fs := F−1[(1 + |.|2)s/2f̂ ]. De sorte que si f ∈W s,p, ‖f‖W s,p = ‖fs‖Lp .
Supposons d’abord que

‖S0(f)‖Lp +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=1

(2js|∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

< +∞

Alors fs = F−1[φ̂f̂s] +F−1[(1− φ̂)f̂s]. Prenons η0 une fonction lisse à support compact, égale à 1 sur le support de
φ̂. Ainsi,

F−1[φ̂f̂s] = F−1
[
(1 + |ξ|2)s/2η0(ξ)Ŝ0(f)(ξ)

]
ce qui donne (par composition d’opérateurs continus sur Lp)

‖F−1[φ̂f̂s]‖Lp ≤ C‖S0(f)‖Lp

On considère maintenant une fonction η∞ qui s’annule sur un voisinage de 0 et qui vaut 1 sur supp(1− φ̂). Ainsi,

F−1
[
(1 + |ξ|2)s/2(1− φ̂(ξ))f̂(ξ)

]
= F−1

[
(1 + |ξ|2)s/2η∞(ξ)

|ξ|s
|ξ|s(1− φ̂(ξ))f̂(ξ)

]
et donc en notant f∞ := F−1[|ξ|s(1− φ̂(ξ))f̂(ξ)], on trouve

‖F−1[(1− φ̂)f̂s]‖Lp ≤ C‖f∞‖Lp

Pour montrer que le membre de droite est fini, on va appliquer la décomposition de Littlewood-Paley. Considérons
ζ une fonction lisse à support dans { 1

2 ≤ |ξ| ≤ 4}, égale à 1 sur supp(ψ̂). Posons θ̂(ξ) := |ξ|sζ̂(ξ) et on introduit la
décomposition associée à θ :

∆θ
j : g 7→ F−1[ĝθ̂(2−j ·)]

Il suit que, étant donné 1− φ̂(ξ) =
∑∞
j=1 ψ̂(2−jξ),

f̂∞ =

∞∑
j=1

|ξ|sψ̂(2−jξ)ζ̂(2−jξ)f̂ =

∞∑
j=1

2jsψ̂(2−jξ)θ̂(2−jξ)f̂

et donc f∞ =
∑∞
j=1 ∆θ

j (2
js∆ψ

j (f)) et il suit

‖f∞‖Lp ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=1

|2js∆j(f)|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

< +∞

Reste à obtenir l’autre l’inégalité. Supposons maintenant f ∈W s,p.
Notons que (1 + |ξ|2)−s/2φ̂(ξ) est un multiplicateur de Fourier : ‖S0(f)‖Lp ≤ C‖fs‖Lp = C‖f‖W s,p .
Ensuite, posons σ(ξ) := |ξ|−sψ̂(ξ) de sorte que pour j ≥ 2, φ̂ s’annule sur le support de σ̂(2−j ·) et

2jsψ̂(2−jξ)f̂ = σ̂(2−jξ)|ξ|sf̂ = σ̂(2−jξ)|ξ|s(1− φ̂(ξ))f̂

88



Ainsi, 2js∆ψ
j (f) = ∆σ

j (f∞). On obtient∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=2

|2js∆ψ
j (f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
j=2

|∆σ
j (f∞)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ C‖f∞‖Lp

Or

f̂∞(ξ) = |ξ|s(1− φ̂(ξ))f̂(ξ) =
|ξ|s(1− φ̂(ξ))

(1 + |ξ|2)s/2
f̂s

et donc ‖f∞‖Lp ≤ C‖fs‖Lp = C‖f‖W s,p .

A.4 Espaces de Hardy
Cette section vient de [17], chapitre 2.

A.4.1 Définition

L’espace de Hardy H1(Rm) est l’ensemble des fonctions f ∈ L1(Rm) vérifiant :
Si ψ ∈ C∞c (Rm) est telle que

∫
Rm ψ = 1, pour t > 0, ψt : x 7→ t−mψ(x/t) et M(f ;ψ) : x 7→ supt>0 |ψt ? f(x)|,

alors M(f ;ψ) ∈ L1(Rm) et
‖f‖H1(Rm) = ‖f‖L1(Rm) + ‖M(f ;ψ)‖L1(Rm)

Definition A.4.1 : Espace de Hardy

Le lien avec la transformée de Riesz se fera dans la section intégrales singulières.

H1(Rm) ⊂ L1(Rm) : ∀f ∈ H1(Rm), ‖f‖L1 ≤ ‖f‖H1

Proposition A.4.2 :

Démonstration. Soit f ∈ H1(Rm). Alors (ψt ∗ f)t est bornée dans L1, et donc définit une famille bornée de mesures
boréliennes. Quitte à extraire, on peut donc supposer que (ψt ∗ f)t converge (en mesure) vers une certaine mesure
µ. Or

ψt ∗ f
S′(Rm)−−−−−→
t→0

f

Donc f peut être identifiée à µ et il suffit de montrer que µ est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
Comme M(f ;ψ) ∈ L1(Rm), pour ε > 0, il existe δ > 0 tel que

(|F | < δ)⇒ (

∫
F

sup
t>0
|ψt ∗ f(x)|dx < ε)

En particulier, si |E| = 0, il existe un ouvert U contenant E tel que |U | < δ. Pour g ∈ Cc(U),∣∣∣∣∫
Rm

gdµ

∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣∫
Rm

g(x)ψt ∗ f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖L∞ ∫
U

M(f ;ψ)(x)dx < ε‖g‖L∞

Or
|µ(U)| = sup

{∣∣∣∣∫
Rm

gdµ

∣∣∣∣ | g ∈ Cc(U), ‖g‖L∞ ≤ 1

}
et donc |µ(U)| < ε. Par conséquent, |µ|(E) = 0 et µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Pour a, b > 0, ψ ∈ S(Rm) et f ∈ S′(Rm), on pose

• Fonction maximal non tangentielle :

M∗a (f ;ψ)(x) = sup
t>0

sup
y∈Rm,|y−x|≤at

|ψt ∗ f(y)|

• Fonction maximale auxiliaire :

M∗∗b (f ;ψ)(x) := sup
t>0

sup
y∈Rm

|ψt ∗ f(x− y)|
(1 + t−1|y|)b

• Une semi-norme sur S(Rm) :

Nn(ψ) :=

∫
Rm

(1 + |x|)N
∑

|α|≤N+1

|∂αψ(x)|dx

et sa boule unité FN := {φ ∈ S(Rm) | Nn(φ) ≤ 1}

• La grande fonction maximal de f à l’ordre n :

Mn(f)(x) := sup
φ∈Fn

M∗1 (f ;φ)(x)

Definition A.4.3 :

On observe que
M(f ;φ) ≤M∗a (f ;φ) ≤ (1 + a)bM∗∗b (f ;φ)

Le résultat suivant est admis et l’on pourra trouver une preuve dans [17], théorème 6.4.4 :

i) Il existe φ ∈ S(Rm) d’intégrale non nulle et C1 > 0 telle que ∀f ∈ S′(Rm), ‖M(f ;φ)‖L1 ≤ C1‖f‖H1 .

ii) ∀a > 0, ∀φ ∈ S(Rm), ∃C2 = C2(m, a, φ) > 0, ‖M∗a (f ;φ)‖L1 ≤ C2‖M(f ;φ)‖L1

iii) ∀a > 0, ∀b > m, ∀φ ∈ S(Rm), ∃C3 = C3(m, a, b, φ) > 0, ‖M∗∗b (f, φ)‖L1 ≤ C3‖M∗a (f ;φ)‖L1

iv) ∀b > 0, ∀φ ∈ S(Rm), [
∫
Rm

φ 6= 0]⇒ [∃C4 = C4(b, φ) > 0, ‖M[b]+1(f)‖L1 ≤ C4‖M∗∗b (f ;φ)‖L1

v) ∀n ∈ N, ∃C5 = C5(n) > 0, ∀f ∈ S′(Rm), [‖Mn(f)‖L1 <∞]⇒ [‖f‖H1 ≤ C5‖Mn(f)‖L1 ]

De plus, M(f ;φ) ≤ CM(f ;ψ) et M∗1 (f ;ψ) ≤ C5Mm+1(f).

Théorème A.4.4 : Définitions alternatives de H1

En particulier, ‖f‖H1(Rm) ≈ ‖Mm+1(f)‖L1(Rm).

Pour tout r ∈ [1,∞], Lr ∩H1 est dans dans H1. (en particulier, H1 ∩ L2)

Proposition A.4.5 :
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Démonstration. On considére le noyau de poisson P donné par P̂ (ξ) = e−2π|ξ|, et pour t > 0, Pt : x 7→ t−mP (x/t)
de sorte que P̂t(ξ) = e−2πt|ξ| (en particulier, Ps ∗ Pt = Ps+t). Alors pour tout x ∈ Rm et t > 0,

∀y ∈ B(x, t), |Pt ∗ f(x)| ≤M∗1 (f ;P )(y) ≤ CMm+1(f)(y)

De sorte que

|Pt ∗ f(x)| ≤ C(m)

tm

∫
B(x,t)

Mm+1(f)(y)dy ≤ C

tm
‖f‖H1

Donc ∀t > 0, Pt ∗ f ∈ L1 ∩ L∞(Rm) et par conséquent, ∀t > 0, Pt ∗ f ∈
⋂

1≤r≤∞ Lr(Rm). Or la propriété de
semi-groupe donne

sup
s>0
|Ps ∗ Pt ∗ f | = sup

s>0
|Ps+t ∗ f | ≤ sup

s>0
|Ps ∗ f |

et donc ∀t > 0, ‖Pt ∗ f‖H1 ≤ ‖f‖H1 . On va montrer la convergence dans H1 par convergence dominée. On a

sup
s>0
|Ps ∗ Pt ∗ f − Ps ∗ f | ≤ 2 sup

s>0
|Ps ∗ f | ∈ L1(Rm)

De plus, pour tout x ∈ Rm, (s 7→ |Ps+t ∗ f(x)− Ps ∗ f(x)|) est bornée par (s 7→ Cs−m) et donc tend vers 0 lorsque
s→∞. Ainsi, pour tout ε > 0, il existe M > 0 tel que

∀t > 0, sup
s>M

|Ps ∗ Pt ∗ f(x)− Ps ∗ f(x)| < ε

2

Et
(
t 7→ sup0≤s≤M |Ps ∗ Pt ∗ f(x)− Ps ∗ f(x)|

)
est continue, donc il existe t0 > 0 tel que

∀t ∈ (0, t0], sup
0≤s≤M

|Ps ∗ Pt ∗ f(x)− Ps ∗ f(x)| < ε

2

Par conséquent,
sup
s>0
|Ps ∗ Pt ∗ f(x)− Ps ∗ f(x)| −−−→

t→0
0

et le résultat suit.

Pour tout φ, ψ ∈ S(Rm) d’intégrale non nulle,

∀f ∈ S′(Rm),

∥∥∥∥sup
t>0
|φt ∗ f |

∥∥∥∥
L1

≈
∥∥∥∥sup
t>0
|ψt ∗ f |

∥∥∥∥
L1

≈ ‖f‖H1

avec des constantes dépendant de φ et ψ.

Corollary A.4.6 :

Soit ψ ∈ S(Rm) définissant une décomposition de Paley-Littlewood. Alors

∃C = C(m) > 0, ∀f ∈ H1(Rm),

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤ C‖f‖H1

Réciproquement, si f ∈ S′(Rm) vérifie
∥∥∥∥(∑j∈Z |∆j(f)|2

) 1
2

∥∥∥∥
L1

< +∞ alors il existe une unique fonction

Théorème A.4.7 :
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polynômiale Q telle que f −Q ∈ H1(Rm) et

‖f −Q‖H1 ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L1

Démonstration. Soit φ ∈ S(Rm) d’intégrale 1, M ∈ N et f ∈ H1. Notons rj(t) = sgn[sin(2jπt)], j ∈ N que l’on
réindexe sur Z. Alors ∣∣∣∣∣∣

M∑
j=−M

rj(ω)∆j(f)

∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
ε>0

∣∣∣∣∣∣φε ∗
M∑

j=−M
rj(ω)∆j(f)

∣∣∣∣∣∣
Donc ∫ 1

0

∫
Rm

∣∣∣∣∣∣
M∑

j=−M
rj(ω)∆j(f)(x)

∣∣∣∣∣∣ dxdω ≤ C(m)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
M∑

j=−M
rj(ω)∆j(f)

∥∥∥∥∥∥
H1

dω

L’inégalité de Khintchine donne

∫
Rm

 M∑
j=−M

|∆j(f)(x)|2
 1

2

dx ≤ C(m)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥∥
M∑

j=−M
rj(ω)ψ2−j ∗ f

∥∥∥∥∥∥
H1

dω ≤ C(m,ψ)‖f‖H1

La limite M →∞ donne le résultat.
Réciproquement, si r ∈ {0, 1, 2} on note que pour j 6= k ∈ 3Z + r, F [∆j(f)] et F [∆k(f)] sont à supports disjoints.
Donc on peut fixer η ∈ S(Rm) dont la transformée de Fourier est à support compact loin de 0 telle que

∀j, k ∈ 3Z, ∆η
j∆ψ

j =

{
∆j si j = k
0 sinon

Ainsi, l’application (fj)j∈Z 7→
∑
j∈3Z ∆η

j (fj) est bien définie de H1(Rm; l2)→ H1(Rm) car

∃B > 0, ∀ξ ∈ Rm,

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈3Z

η̂(2−jξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤ B et ∀α ∈ Nm, ∃Aα > 0, ∀x ∈ Rm,
∑
j∈3Z
|∂α(2jmη(2jx))| ≤ Aα

|x|m+|α|

Donc en prenant fj = ∆jf , on obtient∥∥∥∥∥∥
∑
j∈3Z

∆j(f)

∥∥∥∥∥∥
H1

≤ C(m,ψ)

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈3Z
|∆j(f)|2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
L1

En effectuant la même chose pour 3Z + 1 et 3Z + 2, on obtient :∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z

∆j(f)

∥∥∥∥∥∥
H1

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z
|∆j(f)|2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
L1

Mais la transformée de Fourier de f −
∑
j∈Z ∆j(f) est supportée en l’origine, donc est polynômiale.

A.4.2 Décomposition atomique
Dans la suite on notera D l’ensemble des cubes dyadiques.
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• Soit Q un cube dyadique et L ∈ N. Une fonction aQ ∈ C∞(Rm) est une L-atome lisse pour Q si

i) supp(aQ) ⊂ 3Q

ii) ∀γ ∈ Nm, |γ| ≤ L⇒
∫
Rm x

γaQ(x)dx = 0

iii) ∀|γ| ≤ L+m+ 1, |∂γaQ| ≤ |Q|−
|γ|
m −

1
2

• Soit q ∈ (1,∞]. Une fonctions A ∈ Lq(Rm) est appelée Lq-atome de H1(Rm) s’il existe un cube Q contenant
le support de A, tel que ‖A‖Lq ≤ |Q|

1
q−1 et

∫
Rm A = 0.

• Pour (sQ)Q∈D, on note

g((sQ)Q∈D) :=

∑
Q∈D

(|Q|− 1
2 |sQ|1Q)2

 1
2

• Une famille de complexes (rQ)Q∈D est un ∞-atome s’il existe Q0 ∈ D tel que ∀Q * Q0, rQ = 0 et
‖g(r)‖L∞ ≤ |Q0|−1.

Definition A.4.8 :

On remarque que pour un ∞-atome r, ‖g(r)‖L1 = ‖g(r)‖L1(Q0) ≤ 1.

Soit L ∈ N. Il existe c = c(m) > 0 telle que pour toute suite (aQ)Q∈D de L-atomes lisses et toute famille de
complexes (sQ)Q∈D, ∥∥∥∥∥∥

∑
Q∈D

sQaQ

∥∥∥∥∥∥
H1

≤ c ‖g((sQ)Q∈D)‖L1

Réciproquement, il existe C = C(m) > 0 telle que si f ∈ H1(Rm) et L ∈ N, il existe une famille de L-atomes
(aQ)Q∈D et une suite de complexes (sQ)Q∈D vérifiant

f =
∑
Q∈D

sQaQ et ‖g((sQ)Q∈D)‖L1 ≤ C‖f‖H1

Théorème A.4.9 :

Démonstration. Commençons par le premier point.
Prenons ψ ∈ S(Rm) dont la transformée de Fourier est à support compact loin de l’origine et considérons ∆ψ

j les
opérateurs de Littlewood-Paley associés.
Soit aQ un L-atome lisse supporté dans un cube 3Q de centre cQ et de longueur de côté l(Q) = 2−µ. Alors pour
tout N ∈ N∗ et tout |γ| ≤ L+ n+ 1, il existe C = C(N,m) > 0 telle que

∀y ∈ Rm, |∂γaQ(y)| ≤ C2−
µm
2

2µ(|γ|+m)

(1 + 2µ|y − cQ|)N

De même pour ψ2−j (.− x) : pour tout N ∈ N∗ et tout multi-indice δ, il existe C = C(N,m, δ) > 0 vérifiant

∀y ∈ Rm, |∂δyψ2−j (y − x)| ≤ C 2j(|δ|+m)

(1 + 2j |y − x|)N
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Par conséquent, en effectuant un développement de Taylor de ψ2−j au point cQ, pour tout N ∈ N∗ et j ∈ Z, en

posant L′ =

{
L+ 1 si j < µ
L+m si µ ≤ j , il existe c = c(N,m,L′) > 0 telle que

|∆ψ
j aQ(x)| ≤ c2−

µm
2

2min(j,µ)m−|µ−j|L′

(1 + 2min(j,µ)|x− cQ|)N

Maintenant fixons b ∈ (0, 1) tel que L+ 1 > ( 1
b − 1)m (possible en prenant b proche de 1) de sorte qu’en notant M

la fonction maximale de Hardy-Littlewood, pour N > m
b

∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

|sQ|
(1 + 2min(j,µ)|x− cQ|)N

≤ c2max(µ−j,0)mb

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

|sQ|b1Q

 (x)

 1
b

Ceci vient d’un découpage de cet ensemble de cube. Notons F0 := {Q ∈ D | l(Q) = 2−µ, |cQ − x|2min(j,µ) ≤ 1} et
pour k ≥ 1, Fk := {Q ∈ D | l(Q) = 2−µ, 2k−1 < |cQ − x|2min(j,µ) ≤ 2k}. Alors

∑
Q∈Fk

|sQ| ≤

 ∑
Q∈Fk

|sQ|b
1/b

et
(

l(Q)

|x− cQ|+ l(Q)

)m
≤M(1Q)(x)

Et on obtient l’estimation voulue. Par conséquent,

∑
µ∈Z

∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

|sQ∆ψ
j aQ(x)| ≤ C

∑
µ∈Z

2min(j,µ)m−|j−µ|L′−µm+max(µ−j,0)mb

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 (x)

 1
b

Par conséquent, la caractérisation de H1 avec la décomposition de Littlewood-Paley donne, en posant d(j − µ) :=
C2min(j−µ,0)(m−mb )−|j−µ|L′−µm,

‖
∑
Q∈D

sQaQ‖H1 ≤

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z

∑
µ∈Z

d(j − µ)

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 1
b


2


1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z

d(j)


∑
µ∈Z

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 2
b


1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥
L1
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La définition de L′ donne que
∑
j∈Z d(j) < +∞. et donc comme M : L1/b → L1/b est borné,

‖
∑
Q∈D

sQaQ‖H1 ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
µ∈Z

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 2
b


1
2

∥∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
µ∈Z

M
 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 2
b


b
2

∥∥∥∥∥∥∥∥
1
b

L
1
b

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
µ∈Z

 ∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
2 )b1Q

 2
b


b
2

∥∥∥∥∥∥∥∥
1
b

L
1
b

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥
∑
µ∈Z

∑
Q∈D,l(Q)=2−µ

(|sQ||Q|−
1
21Q)2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L1

car 2/b > 1.
Réciproquement, prenons f ∈ H1.
On considère ψ, θ ∈ S(Rm) telles que

• supp(ψ̂) ⊂ { 1
2 ≤ |ξ| ≤ 2} et ψ̂ ≥ c > 0 sur { 3

5 ≤ |ξ| ≤
5
3}

• supp(θ) ⊂ {|x| ≤ 1} et
∫
Rm θ = 0

• ∀ξ ∈ Rm \ {0},
∑
j∈Z ψ̂(2−jξ)θ̂(2−jξ) = 1

Donc en notant Dj l’ensemble des cubiques diadiques de longueur 2−j , on obtient

f =
∑
j∈Z

ψ2−j ∗ θ2−j ∗ f =
∑
j∈Z

∑
Q∈Dj

∫
Q

θ2−j (x− y)(ψ2−j ∗ f)(y)dy =
∑

j∈Z,Q∈Dj

sQaQ

où pour Q ∈ Dj ,

sQ := |Q| 12 ‖ψ2−j ∗ f‖L∞(Q) sup
|γ|≤L+m+1

‖∂γθ‖L1 et aQ :=
1

sQ

∫
Q

θ2−j (x− y)(ψ2−j ∗ f)(y)dy

Les hypothèses sur θ donnent que aQ est à support dans 3Q, a des moments nuls jusqu’à l’ordre L. De plus, pour
tout x ∈ Rm, |γ| ≤ L+m+ 1,

|∂γaQ(x)| ≤ 1

sQ
‖∂γθ‖L12j(m+|γ|)‖ψ2−j ∗ f‖L∞(Q) ≤ |Q|−

1
2−
|γ|
m

et chaque aQ est un L-atome lisse. Maintenant, on note que pour Q ∈ Dj et x ∈ Rm,∑
l(Q)=2−j

(|Q|− 1
2 sQ1Q(x))2 = C

∑
l(Q)=2−j

(‖ψ2−j ∗ f‖L∞(Q)1Q(x))2

≤ C sup
|z|≤
√
m2−j

(
(1 + 2j |z|)−b|(ψ2−j ∗ f)(x− z)|

)2
(1 + 2j |z|)2b

car x est dans un unique cube de côté 2−j

≤ CM∗∗b,j(f, ψ)(x)2
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En sommant sur j, ∥∥∥∥∥∥∥
∑
Q∈D

(|sQ||Q|−
1
21Q)2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤ C

∥∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Z

M∗∗b,j(f, ψ)(x)2

 1
2

∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤ C‖f‖H1

(on admet la dernière inégalité)

Soit s = (sQ)Q∈D des complexes telle que ‖g(s)‖L1 <∞. Alors il existe C = C(m) > 0 et des scalaires (λj)j∈N
et des ∞-atomes rj = (rj,Q)Q∈D vérifiant

s = (sQ)Q∈D =

∞∑
j=1

λj(rj,Q)Q∈D =

∞∑
j=1

λjrj et
∞∑
j=1

|λj | ≤ C‖g(s)‖L1

Théorème A.4.10 :

Démonstration. Pour R ∈ D, on note

gR(s) :=

 ∑
Q∈D,R⊂Q

(|Q|− 1
2 |sQ|1Q)2

 1
2

Alors gR(s) est constante sur R et si R1 ⊂ R2 on a gR2
(s) ≤ gR1

(s), et

gR(s)(x) −−−−−−−−−→
l(R)→∞,x∈R

0 et gR(s)(x) −−−−−−−−→
l(R)→0,x∈R

g(s)(x)

Pour k ∈ Z, on pose
Ak := {R ∈ D | ∀x ∈ R, gR(s)(x) > 2k}

de sorte que Ak+1 ⊂ Ak et {g(s) > 2k} =
⋃
R∈Ak R. De plus,

∀k ∈ Z, ∀x ∈ Rm,

 ∑
Q∈D\Ak

(|Q|− 1
2 |sQ|1Q(x))2

 1
2

≤ 2k

En effet, dans le cas où g(s)(x) > 2k, il existe un cube Rmax ∈ Ak de longueur maximal contenant x. Considérons
R0 ∈ D l’unique cube dyadique contenant Rmax, avec l(R0) = 2l(Rmax). Alors la quantité de gauche est au plus
gR0(s)(x) ≤ 2k car R0 /∈ Ak.
Comme g(s) ∈ L1(Rm) par hypothèse, les cubes de chaque Ak sont de taille bornée par une certaine constante. On
note

Bk := {Q ∈ D | Q cube dyadique maximal de Ak \Ak+1}

Pour J ∈ Bk, on considère la suite t(k, J) = (t(k, J)Q)Q∈D donnée par t(k, J)Q :=

{
sQ si Q ⊂ J et Q ∈ Ak \Ak+1

0 sinon .

On remarque que si Q /∈
⋃
k∈ZAk alors sQ = 0. Par conséquent, s =

∑
k∈Z,J∈Bk t(k, J).

Pour x ∈ Rm, on a

g(t(k, J))(x) =

 ∑
Q⊂J,Q∈Ak\Ak+1

(|Q|− 1
2 |sQ|1Q(x))2

 1
2

≤

 ∑
Q⊂J,Q∈D\Ak+1

(|Q|− 1
2 |sQ|1Q(x))2

 1
2

≤ 2k+1
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On pose alors r(k, J)Q := 2−k−1|J |−1t(k, J)Q et λk,J := 2k+1|J |.
Par ce qui précède, les r(k, J) sont des ∞-atomes et s =

∑
k,J λk,Jr(k, J). De plus,

∑
k∈Z

∑
J∈Bk

|λk,J | =
∑
k∈Z

2k+1
∑
J∈Bk

|J | ≤ 2
∑
k∈Z

2k

∣∣∣∣∣∣
⋃

Q∈Ak

Q

∣∣∣∣∣∣
≤ 2

∑
k∈Z

2k|{g(s) > 2k}|

≤ 2
∑
k∈Z

∫ 2k+1

2k
|{g(s) >

λ

2
}|dλ

≤ 4‖g(s)‖L1

Il existe C = C(m) > 0 tel que pour tout L2-atome A, ‖A‖H1 ≤ C.

Lemme A.4.11 :

Démonstration. Soit A un L2-atome de H1, à support dans un cube Q centré en l’origine (autrement, on considère

A(.− cQ) où cQ est le centre que Q). Il suffit de montrer que
(∑

j |∆j(A)|2
)1/2

∈ L1(Rm).

On contrôle
(∑

j |∆j(A)|2
)1/2

en l’estimant sur Q∗ := 2
√
mQ puis sur (Q∗)c.

∫
Q∗

∑
j

|∆j(A)|2
1/2

dx ≤

∫
Q∗

∑
j

|∆j(A)|2dx

 1
2

|Q∗| 12 ≤ C(m)‖A‖L2 |Q∗| 12 ≤ C ′(m)

En dehors de Q∗, on pose ψ2−j := 2jmψ(2j ·), de sorte que

∆j(A)(x) =

∫
Q

A(y)ψ2−j (x− y)dy

= 2jm
∫
Q

A(y)
(
ψ(2jx− 2jy)− ψ(2jx)

)
dy

= −2jm
∫
Q

A(y)

(
m∑
α=1

∂αψ(2jx− 2jθy)2jyα

)
dy avec 0 ≤ θ ≤ 1

En utilisant le fait que pour y ∈ Q et x /∈ Q∗, |x− θy| ≥ |x| − |y| ≥ 1
2 |x|,

|∆j(A)(x)| ≤ 2jm
∫
Q

|A(y)| C(N,ψ)

(1 + 2j−1|x|)N
|2jy| dy

≤ C(N,ψ)
2j(1+m)

(1 + 2j−1|x|)N
‖A‖L2‖|.|‖L2(Q)

≤ C(N,ψ)
2j(1+m)

(1 + 2j−1|x|)N
|Q| 12−1|Q| 1m+ 1

2

≤ C(N,ψ)
2j(1+m)

(1 + 2j−1|x|)N
|Q| 1m
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Il suit que pour x ∈ (Q∗)c,∑
j∈Z
|∆j(A)(x)|2

 1
2

≤ C(N,ψ)|Q| 1m

∑
j∈Z

22j(1+m)

(1 + 2j−1|x|)2N

 1
2

Et

∫
(Q∗)c

∑
j∈Z

22j(1+m)

(1 + 2j−1|x|)2N

 1
2

dx =

∫
(Q∗)c

∑
j∈Z

(
2j−1|x|

1 + 2j−1|x|

)2N
22j(1−m)

(2j−1|x|)2N

 1
2

dx

≤
∫

(Q∗)c

 ∑
j∈Z,2j−1|x|>1

22j(1−m)

(2j−1|x|)2N
+

∑
j∈Z,2j−1|x|<1

2j−1|x| 22j(1−m)

(2j−1|x|)2N

 1
2

dx

≤
√

2

∫
(Q∗)c

 ∑
j∈Z,2j−1|x|>1

22j(1−m)

(2j−1|x|)2N

 1
2

dx

+

∫
(Q∗)c

 ∑
j∈Z,2j−1|x|<1

2j−1|x| 22j(1−m)

(2j−1|x|)2N

 1
2

dx


< +∞

Tout L2-atome de H1 est dans H1.
Pour tout f ∈ H1(Rm), il existe (Aj)j≥1 une suite de L2-atomes et (λi)i≥1 une suite de réels telles que∑N
i=1 λiAi

H1

−−−−→
N→∞

f . De plus, on a l’estimation

‖f‖H1 ≈ inf

{ ∞∑
i=1

|λi|

∣∣∣∣∣ f = lim
N→∞

N∑
i=1

λiAi, (Ai)i L
2-atomes

}

Théorème A.4.12 :

Démonstration. Le lemme précédent donne que si
∑∞
j=1 |λj | <∞, et (Aj)j est une famille de L2-atomes, on a

‖
∞∑
j=1

λjAj‖H1 ≤ C
∞∑
j=1

|λj |

De sorte que si
∑N
j=1 λjAj

H1

−−−−→
N→∞

f , alors ‖f‖H1 ≤ C
∑∞
j=1 |λj |. Il reste à montrer l’existence.

On peut décomposer f en
∑
Q∈D sQaQ où chaque aQ est un L-atome pour le cube Q et (sQ)Q∈D vérifie ‖g(sQ)‖L1 ≤

C‖f‖H1 .
On applique le théorème précédent : on décompose chaque sQ en ∞-atomes rj,Q de sorte que s =

∑∞
j=1 λjrj et :

f =
∑
j

λjAj , Aj :=
∑
Q∈D

rj,QaQ,
∑
j

|λj | ≤ C‖f‖H1
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Montrons que les Aj sont des L2-atomes pour H1.
Fixons j ≥ 1. Par définition des ∞-atomes, il existe des cubes dyadiques Qj0 tels que rj,Q = 0 dès que Q * Qj0. De
plus pour Q ⊂ Qj0, aQ est supporté dans 3Q ⊂ 3Qj0. Par conséquent, Aj est à support dans 3Qj0. Idem pour g(rj).
Par conséquent,

‖Aj‖L2 ≤ c‖g(rj)‖L2 ≤ c‖g(rj)‖L∞ |3Qj0|
1
2 ≤ c|3Qj0|−

1
2

La première estimation se fait de la même manière que le théorème 4.4.0.9, on renvoie à [17] théorème 6.6.5 pour
une preuve.
Comme

∫
aQ = 0 pour tout Q, on retrouve

∫
Aj = 0 pour tout j. On en déduit que chaque Aj est un multiple (avec

une constante indépedante de j) d’un L2-atome pour H1.
Il reste à montrer que

∑
j λjAj converge dans H1. On a ‖

∑M
j=N λjAj‖H1 ≤ C

∑M
j=N |λj | et donc

(∑M
j=1 λjAj

)
M∈N

est une suite de Cauchy dans H1, qui converge dans S′ vers f . Donc on a aussi convergence dans H1.

A.4.3 Intégrales singulières
Soit K ∈ C1(Rm \ {0}) vérifiant |K(x)| ≤ A/|x|m et |∇K(x)| ≤ A/|x|m+1.

On considère une distribution W ∈ S′(Rm) qui coïncide avec K sur Rm \ {0}. On suppose que Ŵ ∈ L∞(Rm) et

que W est obtenue par troncature de K, i.e. on fixe une fonction η ∈ C∞(Rm) telle que η =

{
0 sur B(0, 1)
1 sur B(0, 2)c

et

on suppose qu’il existe (εj)j∈N ∈ (0, 1)N décroissante qui tend vers 0 et

∀φ ∈ S(Rm), 〈W,φ〉 = lim
j→∞

∫
Rm

K(y)η(ε−1
j y)φ(y)dy

On définit l’opérateur tronqué

∀ε > 0, ∀f ∈ S(Rm), T (ε)
η f(x) :=

∫
Rm

η(ε−1y)K(y)f(x− y)dy

Et on considère l’opérateur T donné par T (f) = limj→∞ T (εj)f = f ∗W .

Maintenant, on cherche à définir T sur H1. On fixe Φ ∈ C∞c (Rm) telle que Φ =

{
1 sur B(0, 1)
0 sur B(0, 2)c

et on pose

W0 = ΦW puis K∞ = (1− Φ)K et enfin

∀f ∈ H1(Rm), ∀φ ∈ S(Rm), 〈T (f), φ〉 =
〈
f, φ ∗ W̃0

〉
+
〈
φ̃ ∗ f, K̃∞

〉
avec ·̃ la composition par −idRm . Comme φ ∗ W̃0 ∈ S(Rm) et K̃∞ ∈ L∞(Rm), T est bien définie sur H1.

Sous ces hypothèses, T : H1(Rm)→ H1(Rm) est borné.

Théorème A.4.13 :

Démonstration. On fixe ψ ∈ C∞c (Rm) à support dans B(0, 1) et telle que
∫
ψ 6= 0. Pour t > 0, on considère les

fonctions lisses W (t) := ψt ∗W où ψt = t−mψ(t−1·) et ψ̂t = ψ(t·). On a alors en posant B = ‖Ŵ‖L∞ ,

sup
t>0
‖Ŵ (t)‖L∞ ≤ ‖ψ̂‖L∞B, sup

t>0
|W (t)(x)| ≤ C(ψ)A

|x|m
, sup

t>0
|∇W (t)(x)| ≤ C(ψ)A

|x|m+1

avec C(ψ) := sup|γ|≤1

∫
Rm |ξ|

|γ||ψ̂(ξ)|dξ. En effet, la première estimation est directe. La seconde vient du fait que
pour |x| ≤ 2t,

W (t)(x) = F−1
[
ψ̂tŴ

]
(x) =

∫
Rm

e2iπx·ξŴ (ξ)ψ̂(tξ)dξ
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pour |x| ≥ 2t, on a

∂βW (t)(x) =

∫
B(0,t)

∂βK(x− y)ψt(y)dy

On prend maintenant a un L2-atome pour H1, que l’on peut supposer être supporté dans un cube Q centré en 0.
On considère Q∗le cube de taille 2

√
ml(Q) où l(Q) est la longueur d’un côté de Q. Alors∫

Q∗
|M(T (a);ψ)(x)|dx ≤ ‖ψ‖L1

∫
Q∗
|M(T (a))(x)|dx

≤ c|Q∗| 12
(∫

Q∗
|M(T (a))(x)|2dx

)1/2

≤ c|Q∗| 12
(∫

Q∗
|T (a)(x)|2dx

)1/2

car M : L2 → L2 est borné

≤ cB|Q|1/2
(∫

Q

|a(x)|2dx
)1/2

car T : L2 → L2 est borné par hypothèse

≤ c(m,ψ)B

Il reste à estimer M(T (a), ψ) sur (Q∗)c. Soit x /∈ Q∗ et y ∈ Q∗. Alors |x| ≥ 2|y| et x − y 6= 0. Par conséquent, en
notant K(t) = ψt ∗K,

T (a) ∗ ψt(x) = a ∗W (t)(x) =

∫
Q

K(t)(x− y)a(y)dy

Comme
∫
a = 0 (c’est un L2-atome pour H1), pour tout y ∈ Q il existe θy ∈ (0, 1) vérifiant

T (a) ∗ ψt(x) =

∫
Q

a(y)
[
K(t)(x− y)−K(t)(x)

]
dy =

∫
Q

a(y)

(
m∑
α=1

∂αK
(t)(x− θyy)yα

)
dy

Par conséquent, comme ‖a‖L2 ≤ |Q|−1/2,

|T (a) ∗ ψt(x)| ≤ c(m,ψ)
A

|x|m+1

∫
Q

|a(y)||y|dy ≤ c A

|x|m+1
|Q| 1m+ 1

2 ‖a‖L2 ≤ c A

|x|m+1
|Q| 1m

De sorte que ∫
(Q∗)c

sup
t>0
|T (a) ∗ ψt(x)|dx ≤ c(m,ψ)A|Q| 1m

∫
(Q∗)c

dx

|x|m+1
≤ cA

Ainsi, ‖T (a)‖H1 ≤ c(m,ψ)(A+B) pour tout L2-atome a.
Considérons maintenant f ∈ L2 ∩ H1(Rm) (qui est dense dans H1(Rm)). On peut décomposer f =

∑
j λjaj pour

des L2-atomes aj de H1 et la série converge dans H1 avec
∑
j |λj | ≤ C‖f‖H1 .

Pour M ∈ N, notons fM :=
∑M
j=1 λjaj de sorte que fM

H1

−−−−→
M→∞

f .

Comme ‖T (fM )−T (fM ′)‖H1 ≤ c
∑max(M,M ′)
j=min(M,M ′) |λj |, (T (fM ))M∈N est une suite de Cauchy dansH1 et donc converge

vers un certain g ∈ H1(Rm). Montrons que (T (fM ))M∈N converge vers T (f) dans S′. Cela permettra d’obtenir la
convergence de

∑
j λjT (aj) dans H1 vers f .

Pour cela, on régularise K. On considère θ ∈ C∞c (Rm) supportée dans B(0, 1) d’intégrale 1. Pour δ > 0, on pose
θδ := δ−mθ(δ−1·). Pour ε, µ > 0 avec 0 < 10δ < ε < (10µ)−1, on pose

Kε,µ : x 7→ (η(ε−1x)− η(µx))K(x), Kδ,ε,µ := θδ ∗Kε,µ

On remarque que Kδ,ε,µ est C∞ à décroissance rapide (η(x) vaut 1 pour |x| grand et θδ est à support compact)
donc Kδ,ε,µ ∈ S(Rm) et vérifie les mêmes hypothèses que K. On considère alors l’opérateur Tδ,ε,µ l’opérateur de
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convolution avec Kδ,ε,µ.
Par conséquent,

∀δ, ε, µ, Tδ,ε,µ(fM )
S′−−−−→

M→∞
Tδ,ε,µ(f)

On remarque alors que

|〈T (fM ), φ〉 − 〈Tδ,ε,µ(fM ), φ〉| =

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=1

λj 〈(Kδ,ε,µ −W ) ∗ aj , φ〉

∣∣∣∣∣∣
≤

M∑
j=1

|λj |‖aj‖L2‖(K̃δ,ε,µ − W̃ ) ∗ φ‖L2

≤ c‖f‖H1‖(K̃δ,ε,µ − W̃ ) ∗ φ‖L2

≤ c‖f‖H1‖(K̂δ,ε,µ − Ŵ )
ˆ̃
φ‖L2

Etant donné ε > 0, φ ∈ S(Rm), on peut donc prendre δ0, ε0, µ0 tels que

∀M ∈ N, |〈T (fM ), φ〉 − 〈Tδ0,ε0,µ0
(fM ), φ〉| < ε‖f‖H1

De même,
|〈T (f), φ〉 − 〈Tδ0,ε0,µ0(f), φ〉| ≤ c‖f‖L2‖(K̂δ,ε,µ − Ŵ )

ˆ̃
φ‖L2 ≤ ε‖f‖L2

De plus, par convergence dans S′, il existe M0 ∈ N tel que

∀M ≥M0, ∀M ∈ N, |〈Tδ0,ε0,µ0
(f), φ〉 − 〈Tδ0,ε0,µ0

(fM ), φ〉| < ε

Il suit que
∀ε > 0, ∃M0 ∈ N, ∀M ≥M0, | 〈T (fM ), φ〉 − 〈T (f), φ〉 | ≤ ε(1 + c‖f‖H1 + ‖f‖L2)

Donc (T (fM ))M∈N converge vers T (f) dans S′ et donc dans H1. Ainsi, le calcul suivant est justifié :

‖T (f)‖H1 = ‖
∑
j

λjT (aj)‖H1 ≤
∑
j

|λj |‖T (aj)‖H1 ≤ c
∑
j

|λj | ≤ c‖f‖H1

En particulier, les transformées de Riesz donnée par

∀α ∈ [[1,m]], ∀f ∈ S(Rm), Rαf(x) :=
Γ(m+1

2 )

π
m+1

2

lim
ε→0

∫
B(0,ε)c

xα − yα
|x− y|m+1

f(y)dy

Sont la convolution avec le noyau

Kα(x) =
Γ(m+1

2 )

π
m+1

2

xα
|x|m+1

qui vérifie les hypothèses du théorème. Donc les Rα : H1 → H1 sont continus. On renvoie à [16] chapitre 5 pour
une étude des Rα sur les Lp. On obtient la caractérisation suivante de H1 :

Pour m ≥ 2, il existe c = c(m) > 0 tel que

∀f ∈ L1(Rm), c‖f‖H1 ≤ ‖f‖L1 +

m∑
α=1

‖Rαf‖L1

Théorème A.4.14 :
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Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour f à valeurs réelles.
Considérons donc f ∈ L1(Rm) à valeurs réelles telle que les Rαf soient intégrables.
Notons Pt le noyau de poisson (dont la transformée de Fourier est e−2πt|ξ|). Pour α ∈ [[1,m]], on pose uα(x, t) :=
Pt ∗ (Rαf)(x) et um+1(x, t) = Pt ∗ f(x) de sorte que chaque uα est harmonique sur Rm × R+ et vérifie le système,
en notant xm+1 = t,

m+1∑
α=1

∂αuα = 0 et ∀k, j ∈ [[1,m+ 1]], ∂kuj − ∂juk = 0

Ce qui se récrit en posant F = (u1, · · · , um+1), div(F ) = 0 et curl(F ) = 0 sur Rm ×R+ (on le vérifie en prenant la
transformée de Fourier).

Soit F = (u1, · · · , um+1) comme ci-dessus. Alors

∀q ≥ m− 1

m
, ∆(|F |q) ≥ 0

Lemme A.4.15 :

Démonstration. On calcule
m+1∑
α=1

∂2
αα(|F |q) =

∑
α

∂α
(
q|F |q−2 〈F, ∂αF 〉

)
= q

∑
α

(
|F |q−2

[〈
F, ∂2

ααF
〉

+ |∂αF |2
]

+ (q − 2)|F |q−4 〈F, ∂αF 〉2
)

Chaque uj étant harmonique, on obtient ∆F = 0 et donc le premier terme s’annule. Dans le cas où q < 2 (dans le
cas contraire, on a déjà le résultat), il suffit de montrer que∑

α

〈
F

|F |
, ∂αF

〉2

≤ m

m+ 1

∑
α

|∂αF |2

Posons ν := F/|F | et A = (∂αuβ)1≤α,β≤m+1. Comme curl(F ) = 0, A est symétrique et on peut la diagonaliser dans
une base orthonormale : A = PDPT . Notons D = diag(λ1, · · · , λm+1). Alors(

|Aν|2 ≤ m

m+ 1
|A|2

)
⇔

(∑
α

(λανα)2 ≤ m

m+ 1

∑
α

|λα|2
)

De plus, div(F ) = 0 donne que tr(A) = 0, i.e.
∑
α λα = 0, de sorte que si α0 ∈ [[1,m+ 1]] vérifie |λα0

| = maxα |λα|,
on trouve ∑

α

(λανα)2 ≤ |λα0 |2|ν|2 = |λα0 |2 =

∣∣∣∣∣∣
∑
α6=α0

λα

∣∣∣∣∣∣
2

≤ m
∑
α6=α0

|λα|2

Soit 0 < q < p < ∞, si supt>0

(∫
Rm |F (x, t)|pdx

)1/p ≤ A < ∞, alors il existe c = c(m, p, q) > 0 telle que la
fonction maximale nontangentielle |F |∗(x) := supt>0 sup|x−y|<t |F (y, t)| vérifie

‖|F |∗‖Lp(Rm) ≤ cA

Lemme A.4.16 :
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Démonstration. Prenons ε > 0 et posons U(x, t) := |F (x, t+ ε)|q et V (x, t) := (|F (·, ε)|q ∗ Pt)(x).
On cherche à montrer que U ≤ V .
Etant donné η > 0, on cherche une boule BR := {(x, t) ∈ Rm × R+ | |x|2 + t2 < R2} telle que U − V ≤ η sur
(Rm × R+) \BR.
Supposons que ce soit fait. On a U(·, 0) = V (·, 0) avec V harmonique et U sous-harmonique. Donc U − V est
sous-harmonique et le principe du maximum donne que U − V ≤ η sur BR. Donc U − V ≤ η sur tout Rm × R+.
Comme η est arbitraire, on passe à la limite η → 0 et on obtient U ≤ V .
Montrons l’existence. Comme |F |q est sous-harmonique et p > q,

∀(x, t) ∈ Rm×R+, |F (x, t)|q ≤ 1

|B((x, t), t2 )|

∫
B((x,t), t2 )

|F (y, s)|qdyds ≤

(
1

|B((x, t), t2 )|

∫
B((x,t), t2 )

|F (y, s)|pdyds

) q
p

Par conséquent, si (x, t) ∈ Rm × R+,

|F (x, t+ ε)|q ≤

[
c(m)

(t+ ε)m+1

∫ 3
2 (t+ε)

1
2 (t+ε)

∫
|y|≥|x|− 1

2 (t+ε)

|F (y, s)|pdyds

] q
p

Si t+ ε ≥ |x|, on peut majorer :

U(x, t) ≤
(
c(m)Ap

(t+ ε)m

) q
p

≤ c′Aq

|x|mq/p

qui est inférieur à η/2 pour |(x, t)| assez grand.
Si t+ ε < |x|, on majore par

U(t, x) ≤

[
c(m)

(t+ ε)m+1

∫ ∞
1
2 (t+ε)

∫
|y|≥ 1

2 |x|
|F (y, s)|pdyds

] q
p

≤

[
c

∫ ∞
1
2 (t+ε)

∫
|y|≥ 1

2 |x|
|F (y, s)|pdy ds

sm+1

] q
p

Par hypothèse (x, s) 7→
∫
|y|≥ 1

2 |x|
|F (y, s)|pdy est borné donc la quantité ci-dessus tend vers 0 lorsque |(x, t)| → ∞.

Par conséquent, il existe R > 0 tel que ∀|(x, t)| ≥ R, U(x, t)− V (x, t) ≤ U(x, t) ≤ η.
La remarque du début donne U ≤ V partout.
L’hypothèse sur F implique que (|F (·, ε)|q)ε>0 est bornée dans Lp/q avec p/q > 1. Il existe donc une suite (εk)k∈N
décroissante qui converge vers 0 telle que (|F (·, εk)|q)k∈N converge faiblement vers un certain h ∈ Lp/q(Rm). Comme
Pt ∈ L(p/q)′ , on a

∀x ∈ Rm, |F (·, εk)|q ∗ Pt(x) −−−−→
k→∞

h ∗ Pt(x)

Donc
∀(x, t), |F (x, t)|q = lim sup

k→∞
|F (x, t+ εk)|q ≤ lim sup

k→∞
|F (·, εk)|q ∗ Pt(x) = h ∗ Pt(x)

Et on obtient

|F |∗(x) ≤

(
sup
t>0

sup
|y−x|<t

|h| ∗ Pt(y)

) 1
q

≤ c(m)M(h)(x)1/q

Ainsi,

‖|F |∗‖Lp ≤ c(m)‖M(h)1/q‖Lp ≤ c(m, p, q)‖h‖1/qLp/q
≤ c(m, p, q) lim inf

k→∞
‖|F (·, εk)|q‖1/q

Lp/q
≤ c(m, p, q)A
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Comme le noyau de Poisson est une approximation de l’unité, um+1(·, t) converge vers f dans L1 lorsque t→ 0.
Pour montrer que f ∈ H1(Rm), il suffit que montrer que M(f ;P ) = supt>0 |um+1(·, t)| est intégrable. Mais

M(f ;P )(x) ≤ sup
t>0
|F (x, t)| ≤ |F |∗(x)

Or

sup
t>0

∫
Rm
|F (x, t)|dx ≤ Af := ‖f‖L1 +

m∑
α=1

‖Rαf‖L1

Par conséquent, ‖|F |∗‖L1 ≤ cAf et le résultat suit.

A.4.4 Dualité

H1(Rm) est le dual de VMO(Rm).
BMO(Rm) est le dual de H1(Rm).

Théorème A.4.17 :

Dualité BMO −H1. On note H1
0(Rm) l’ensemble des combinaisons linéaires de L2-atomes de H1(Rm).

Pour b ∈ BMO(Rm), on pose Lb : g ∈ H1
0(Rm) 7→

∫
Rm gb.

Soit f ∈ H1, (ak)k une suite de L2-atomes supportée dans (Qk)k et (λk)k des scalaires tels que

f =

∞∑
k=1

λkak et
∞∑
k=1

|λk| ≤ 2‖f‖H1

Ainsi,

|Lb(
M∑
k=N

λkak)| =

∣∣∣∣∣
M∑
k=N

λk

∫
Qk

ak(x)(b(x)− bQk)dx

∣∣∣∣∣
≤

M∑
k=N

|λk|‖ak‖L2 |Qk|
1
2

(
1

|Qk|

∫
Qk

|b(x)− bQk |2dx
) 1

2

≤ C(m)‖b‖BMO

M∑
k=N

|λk| −−−−−−→
N,M→∞

0

Donc (Lb(
∑N
k=1 λkak))N est une suite de Cauchy et donc converge, on pose Lb(f) cette limite. L’inégalité montre

que |Lb(f)| ≤ C(m)‖f‖H1‖b‖BMO.
Réciproquement, considérons L ∈ (H1. Notons L2

0(Q) ⊂ L2(Q) l’ensemble des fonctions de moyenne nulle et
montrons que L2

0(Q) ⊂ H1(Rm) avec

∀g ∈ L2
0(Q), ‖g‖H1 ≤ C(m)|Q| 12 ‖g‖L2

Pour cela, prenons ψ ∈ S(Rm) vérifiant les conditions pour définir une décomposition de Littlewood-Paley. Soit

g ∈ L2
0(Q). Il suffit d’estimer la norme L1 de

(∑
j |∆j(g)|2

)1/2

. D’abord,

∫
3
√
mQ

∑
j

|∆j(g)|2
1/2

dx ≤ c(m)|Q| 12 ‖g‖L2
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Ensuite, pour x /∈ 3
√
mQ, la propriété de la valeur moyenne donne, en notant cQ le centre de Q,

|∆j(g)(x)| ≤ c(m)‖g‖L22mj+j

(1 + 2j |x− cQ|)m+2
|Q| 1m+ 1

2

Par conséquent, ∫
(3
√
mQ)c

∑
j

|∆j(g)|2
1/2

dx ≤ c(m)|Q| 12 ‖g‖L2

Et on obtient l’inclusion voulue. Ainsi, on trouve l’inégalité ‖L‖L2
0(Q)→C ≤ c(m)|Q| 12 ‖L‖H1→C et par le théorème

de représentation de Riesz sur L2
0(Q), il existe FQ ∈ L2

0(Q)/C telle que

∀g ∈ L2
0(Q), L(g) =

∫
Q

FQ(x)g(x)dx

avec ‖FQ‖L2(Q) ≤ ‖L‖L2
0(Q)→C. Remarquons que si Q ⊂ Q′ sont deux cubes, alors

∀g ∈ L2
0(Q),

∫
Q

(FQ
′
(x)− FQ(x))g(x)dx = 0

Donc FQ
′ − FQ est nulle dans L2

0(Q)/C et donc FQ et FQ
′
diffèrent d’une constante sur Q. En particulier,

FQ
′
− FQ − (FQ

′
− FQ)Q = 0

Pour p ∈ N, posons Qp := [−p, p]m et définissons

∀p ∈ N, ∀x ∈ Qp, b(x) = FQp(x)− 1

|Q1|

∫
Q1

FQp(y)dy

Ainsi, pour tout cube Q, il existe CQ ∈ C telle que FQ = b− CQ sur Q et donc

∀Q cube, ∀g ∈ L2
0(Q), L(g) =

∫
Q

b(x)g(x)dx

Il reste à montrer que b ∈ BMO(Rm).

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|b(x)− CQ|dx = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|FQ| ≤ sup
Q
|Q| 12−1‖FQ‖L2(Q) ≤ sup

Q
|Q|− 1

2 ‖L‖L2
0(Q)→C ≤ c(m)‖L‖H1→C

Ainsi b ∈ BMO(Rm) et

∀g ∈ H1
0(Rm), L(g) =

∫
Rm

b(x)g(x)dx

On peut donc étendre l’égalité par continuité sur H1.

Une preuve adaptée de [18] :

Dualité VMO-H1. Par définition de VMO, on a VMO(Rm) ⊂ BMO(Rm) avec H1(Rm)′ ' BMO(Rm).
Par conséquent, H1 ⊂ (VMO)′ et on a

∀v ∈ VMO(Rm), [∀f ∈ H1(Rm), 〈f, v〉 = 0]⇒ v = 0

Ainsi, H1 est dense dans (VMO)′. Considérons x∗ ∈ VMO(Rm)′. Il existe (fk)k∈N ∈ H1(Rm)N telle que

∀v ∈ Cc(Rm),

∫
Rm

fkv −−−−→
k→∞

〈x∗, v〉
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Et le théorème de Banach-Steinhauss donne que (fk)k∈N est bornée dans H1. On effectue la décomposition atomique
de chaque fk : il existe des L2-atomes Akj,Q et des scalaires λkj,Q vérifiant

∀k, fk =
∑
Q∈D

∑
j∈N

λkj,QA
k
j,Q,

∑
j,Q

|λkj,Q| ≤ c(m)‖f‖H1 ≤ C

En supposant que lorsque λkj,Q 6= 0, on ait ‖Akj,Q‖L2 ≤ |Q|−1/2 et supp(Aj,Q) ⊂ Q, et lorsque λkj,Q = 0, on a aussi
Akj,Q = 0.
Ainsi, pour tout (j,Q) ∈ N×D, les suites (λkj,Q)k∈N et (Akj,Q)k∈N sont bornées dans C et dans L2. Quitte à extraire
par un procédé d’extraction diagonale, on peut supposer que chaque (λkj,Q)k∈N converge vers un certain λj,Q ∈ C
et (Akj,Q)k∈N converge faiblement vers un certain Aj,Q ∈ L2(Rm). On vérifie que les Aj,Q sont bien des L2-atomes :
‖Aj,Q‖L2 ≤ lim infk→∞ ‖Akj,Q‖L2 ≤ |Q|−1/2 et

∫
Aj,Q = limk→∞

∫
Akj,Q = 0.

Comme
(∑

j,Q |λkj,Q|
)
k∈N

est bornée,
∑
j,Q |λj,Q| est finie et on peut passer à la limite pour tout v ∈ Cc(Rm) :∫

Rm
fkv =

∑
j,Q

λkj,Q

∫
Rm

Akj,Qv −−−−→
k→∞

∑
j,Q

λj,Q

∫
Rm

Aj,Qv

Comme
∑
j,Q λj,QAj,Q ∈ H1(Rm), on obtient x∗ ∈ H1(Rm) et le résultat suit.

Un résultat de [19] :

Soit u ∈W 1,m(Rm), alors det(du) ∈ H1(Rm) et

‖ det(du)‖H1(Rm) ≤ C(m)‖u‖W 1,m(Rm)

Soit φ ∈ H1(Rm;R) et E ∈ L2(Rm;Rm) de divergence nulle. Alors 〈∇φ,E〉 ∈ H1(Rm) et

‖ 〈∇φ,E〉 ‖H1(Rm) ≤ C(m)‖φ‖H1(Rm)‖E‖L2(Rm)

Théorème A.4.18 :

Démonstration. On remarque que le premier point est une conséquence directe du second.
Soit ψ ∈ C∞c (Rm) telle que supp(ψ) ⊂ B(0, 1),

∫
Rm ψ = 1, et pour t > 0, on note ψt : x 7→ t−mψ(x/t). Fixons

x ∈ Rm. En intégrant par parties, on trouve pour tout φ̄ ∈ C,

| 〈∇φ,E〉 ∗ ψt(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,t)

E(y)[φ(y)− φ̄]
1

tm+1
∇ψ(

x− y
t

) dy

∣∣∣∣∣
≤ ‖∇ψ‖L∞

|B(0, 1)|
|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|E(y)|
∣∣∣∣φ(y)− φ̄

t

∣∣∣∣ dy
≤ C

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|E(y)|2dy

)1/2(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

∣∣∣∣φ(y)− φ̄
t

∣∣∣∣2 dy
)1/2
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Avec φ̄ = |B(0, 1)|−1
∫
B(0,1)

φ(x+ tz)dz on obtient

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

∣∣∣∣φ(y)− φ̄
t

∣∣∣∣2 dy
)1/2

=

 1

t2|B(0, 1)|

∫
B(0,1)

∣∣∣∣∣φ(x+ tz)− 1

|B(0, 1)|

∫
B(0,1)

φ(x+ tz̄)dz

∣∣∣∣∣
2

dz

1/2

≤

(
1

t2|B(0, 1)|

∫
B(0,1)

|t∇φ(x+ tz)|2dz

) 1
2

≤

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|∇φ(y)|2dy

) 1
2

Il suit

| 〈∇φ,E〉 ∗ ψt(x)| ≤ C

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|E(y)|2dy

)1/2(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|∇φ(y)|2dy

) 1
2

Et le théorème maximal permet de conclure.

Une petite amélioration de [9] :

Soit a ∈ W 1,2(BRm(0, 2ρ)), Γ ∈ L2(BRm(0, ρ);Rm) de divergence nulle et c ∈ W 1,2
0 ∩ L∞(BRm(0, ρ)). Alors

〈∇a,Γ〉 c ∈ H1(BRm(0, ρ)) et

‖ 〈∇a,Γ〉 c‖H1(BRm (0,ρ)) ≤ C(m, p)‖Γ‖L2(BRm (0,ρ))‖∇c‖L2(BRm (0,ρ)) sup
B(x,r)⊂B(0,2ρ)

(
1

rm−p

∫
B(x,r)

|∇a|p
)1/p

Proposition A.4.19 :

Démonstration. On prolonge toutes nos fonctions par des fonctions à support compact sur Rm (en gardant un
contrôle sur la norme). On prend ψ comme dans la preuve précédente et on effectue le même calcul : pour tout
ā ∈ R, et B(x, t) ⊂ B(0, ρ),

|(〈∇a,Γ〉 c) ∗ ψt(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,t)

(a(y)− ā)Γ(y) · ∇y (c(y)ψt(x− y)) dy

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

tm

∫
B(x,t)

a(y)− ā
t

c(y)Γ(y) · ∇ψ(
x− y
t

)dy +

∫
B(x,t)

(a(y)− ā)ψt(x− y)Γ(y) · ∇c(y)dy

∣∣∣∣∣
En suivant la même preuve que précédemment, on trouve∣∣∣∣∣ 1

tm

∫
B(x,t)

a(y)− ā
t

c(y)Γ(y) · ∇ψ(
x− y
t

)dy

∣∣∣∣∣ ≤ C

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|cΓ|2
)1/2(

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|∇a|2
)1/2

≤ C‖c‖L∞
(

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|Γ|2
)1/2

sup
B⊂B(0,2ρ)

(
1

|B|

∫
B

|∇a|2
)1/2

Or c = 0 sur ∂B(0, ρ) donc ‖c‖L∞ ≤ C‖∇c‖L2 et le théorème maximal donne l’estimation voulue.
Pour le second membre, avec ā = t−m

∫
B(x,t)

a, on a

|a(y)− ā||ψt(x− y)| ≤ ‖ψ‖L
∞

t2m

∫
B(x,t)

|a(y)− a(z)|dz ≤ C

t2m−1

∫
B(x,2t)

|∇a| ≤ C

t2m
sup

B⊂B(0,2ρ)

(
1

tm−p

∫
B

|∇a|p
)1/p
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Par conséquent,∣∣∣∣∣
∫
B(x,t)

(a(y)− ā)ψt(x− y)Γ(y) · ∇c(y)dy

∣∣∣∣∣ ≤ C

(
1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|∇c|2
)1/2(

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|Γ|2
)1/2

× sup
B⊂B(0,2ρ)

(
1

|B|

∫
B

|∇a|2
)1/2

Et le théorème maximal permet de conclure.

Soit φ ∈ L1(B(0, R)) et f ∈ H1(B(0, R)) (i.e. f admet une extension f̂ ∈ H1(Rm)) vérifiant{
∆φ = f dans B(0, R)
φ = 0 sur ∂B(0, R)

Alors φ ∈W 2,1
0 (B(0, R)) et

‖φ‖W 2,1 ≤ C‖f‖H1

Théorème A.4.20 :

Démonstration. On peut étendre φ par 0 en dehors de B(0, R), de sorte que φ ∈ L1(Rm). Comme les transformées
de Riesz sont continues de H1(Rm)→ H1(Rm), on obtient ‖∇2φ‖L1(Rm) ≤ c‖f̂‖H1(Rm).
Comme φ = 0 sur B(0, R)c, on a ‖φ‖L1 ≤ c‖∇φ‖L1 ≤ c′‖∇2φ‖L1 permet de conclure.

A.5 Inégalité de Polya-Szego
Les preuves viennent de [20].

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, u ∈ Lip(Ω;R) et g ∈ L1(Ω). Alors on notant Hn−1 la mesure de Hausdorff (n − 1)-
dimensionnelle, ∫

Ω

g(x)|∇u(x)|dx =

∫
R

∫
u−1(t)

g(x)dHn−1(x)dt

Proposition A.5.1 : Formule de la coaire

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour g ≥ 0, g continue et u de classe Cn+1.
Soit g ∈ L1(Ω) positive. Considérons pour tout t ∈ R, φ(t) :=

∫
{u>t} g|∇u|. Alors φ est décroissante, continue

(∇u = 0 pp sur les ensembles de la forme {u = c}). Maintenant, le théorème de Sard dit que si u est de classe Cn+1

alors l’ensemble des t tels que {u = t} contient un point critique est de mesure nulle.

Considérons donc t ∈ R tel que {u = t} ne contienne aucun point critique de u.
Pour h > 0 assez petit, {t ≤ u ≤ t + h} peut être décrit par un système de coordonnées x : (λ, ξ) ∈ [0, h] ×
Rn−1 7→ x(λ, ξ) ∈ Rn tel que pour tout λ ∈ [0, h], x(λ, ·) est une paramétrisation de {u = t + λ} et x(·, ξ) est
une paramétrisation des trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau de u. Pour cela, on considère x(0, ·) une
paramétrisation de {u = t} et on considère x solution de ∂λx = ∇u(x)/|∇u(x)|2.
Ainsi, |∂λx| = 1/|∇u(x)|, ∂λx est orthogonal à ∂ξkx et ∂ξkx(λ, ξ) =λ→0 ∂ξkx(0, ξ) +O(λ) de sorte que

φ(t+h)−φ(t) = −
∫ h

0

∫
Rn−1

g(x(λ, ξ))

(√
det(

〈
∂ξix(0, ξ), ∂ξjx

〉
(0, ξ))i,j +O(λ)

)
dξdλ = −h

∫
{u=t}

gdHn−1 +o(h)
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Donc φ est dérivable en t, pour presque tout t. Par conséquent, par continuité de φ,

∀s, t ∈ R, φ(t)− φ(s) = −
∫ t

s

∫
{u=τ}

gdHn−1dτ

On obtient le résultat en prenant les limites t→∞ puis s→ 0.

On rappelle qu’étant donné une fonction mesurable u : Rn → R+, le réarrangement symétrique décroissant
u∗ : Rn → R+ est l’unique fonction telle que pour tout t ∈ R, (u∗)−1[(t,+∞)] est une boule centrée en l’origine et
ayant la même mesure que u−1[(t,+∞)].
De manière équivalente, u∗ est l’unique fonction radiale, radialement décroissante, dont les sous-niveau stricts sont
ouverts et de même mesure que ceux de u. On a la formule suivante, avec du(t) := |{u > t}| et ωn la mesure de la
boule unité de Rn,

∀x ∈ Rn, u∗(x) := sup{t ≥ 0 | du(t) > ωn|x|n}

Si u ∈W 1,p(Rn) alors u∗ ∈W 1,p(Rn) et ∫
Rn
|∇u∗|p ≤

∫
Rn
|∇u|p

Proposition A.5.2 : Inégalité de Polya-Szego

Démonstration. La formule de la coaire donne∫
Rn
|∇u|p =

∫ +∞

0

∫
u−1(t)

|∇u|p−1dHn−1dt

Par l’inégalité de Hölder, pour presque tout t ∈ (0,+∞),

Hn−1(u−1(t)) ≤

(∫
u−1(t)

|∇u|p dH
n−1

|∇u|

) 1
p
(∫

u−1(t)

dHn−1

|∇u|

)1− 1
p

(∗)

Et par conséquent, ∫
Rn
|∇u|p ≥

∫ +∞

0

Hn−1(u−1(t))p(∫
u−1(t)

dHn−1

|∇u|

)p−1 dt

Comme (u∗)−1[(t,+∞)] est une boule de même mesure que u−1[(t,+∞)], l’inégalité isopérimétrique donneHn−1((u∗)−1(t)) ≤
Hn−1(u−1(t)).
Dans le cas où u est lipschitzienne, pour t > h > 0∫

{t−h<u≤t}
|∇u| =

∫ t

t−h
Hn−1({u = τ})dτ

L’inégalité isopérimétrique donne également du(t)1− 1
n ≤ (ω

1/n
n /n)Hn−1({u = t}) et donc

‖∇u‖L∞(du(t− h)− du(t)) ≥ c(n)du(t)1− 1
nh

Et la définition de u∗ donne que u∗ est lipschitzienne, par conséquent dérivable presque partout. On remarque qu’il
y a égalité dans (∗) lorsque |∇u| est constant sur {u = t} pour presque tout t. C’est le cas pour des fonctions
radiales. De plus,

du(t) =

∫
Rn

1{u>t}
|∇u|
|∇u|

dx =

∫ ∞
0

∫
{u=τ}

1{u>t}
dHn−1

|∇u|
=

∫ ∞
t

∫
{u=t}

Hn−1

|∇u|
dt
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Comme du = du∗ , on arrive à la conclusion
∫
{u=t}

Hn−1

|∇u| =
∫
{u=t}

Hn−1

|∇u∗| pour presque tout t et le théorème est vérifié
pour u lipschitzienne.
Les fonctions lipschitziennes étant denses dans W 1,p, on obtient le résultat.

A.6 Systèmes elliptiques
A.6.1 Estimations de Schauder

La preuve de ce qui suit vient de [21] et reprend successivement les théorèmes 4.4 (p.63), 4.9 (p.66) et 4.11 (p.68).

Soit Ω ⊂ Rn ouvert C1 et u ∈W 1,2(Ω;Rm) une solution faible de

∀i ∈ [[1,m]], −∂α(Aαβij ∂βu
j) = fi − ∂αFαi

avec fi, Fαi ∈ L2(Ω) et Aαβij ∈ C0(Ω̄) tels qu’il existe K > 0 vérifiant

∀ξ ∈ Rn, ∀η ∈ Rm, Aαβij ξαξβη
iηj ≥ K|ξ|2|η|2

Alors il existe C > 0 dépendant de ‖A‖L∞ et de K tel que pour tout B(x0, R) ⊂ Ω et ρ ∈ (0, R), on a

∀ξ ∈ Rm,
∫
B(x0,ρ)

|∇u|2 ≤ C

(
1

(R− ρ)2

∫
B(x0,R)\B(x0,ρ)

|u− ξ|2 +

∫
B(x0,R)

(
R2|f |2 + |F |2

))

Proposition A.6.1 :

Démonstration. Supposons d’abord f = 0. Fixons ρ ∈ (0, R).

Considérons η ∈ C∞c (Ω; [0, 1]) telle que η =

{
1 dans B(x0, ρ)
0 dans B(x0, R)c

et |∇η| ≤ 2
R−ρ . Alors en prenant ξ ∈ Rm et en

considérant (u− ξ)η2 comme fonction test :∫
B(x0,R)

η2|∇u|2 ≤ K

∫
B(x0,R)

η2Aαβij ∂αu
j∂βu

i

≤ −K
∫
B(x0,R)

2η(ui − ξi)Aαβij ∂αu
j∂βη +K

∫
B(x0,R)

[
η2Fαi ∂αu

i + 2ηFαi (ui − ξi)∂αη
]

≤ K‖A‖L∞
∫
B(x0,R)

[
εη2|∇u|2 +

4

ε(R− ρ)2
|u− ξ|2

]
+K

∫
B(x0,R)

[
ε‖A‖L∞η2|∇u|2 +

1

4ε‖A‖L∞
|F |2

]
+K

4ε‖A‖L∞
(R− ρ)2

∫
B(x0,R)\B(x0,ρ)

|u− ξ|2 +
K

ε‖A‖L∞

∫
B(x0,R)

|F |2

par l’inégalité 2ab ≤ εa2 + b2

ε et les propriétés sur η. En prenant ε = 1
4K‖A‖L∞ ,

∫
B(x0,R)

η2|∇u|2 ≤ 1

2

∫
B(x0,R)

η2|∇u|2 + C

(
1

(R− ρ)2

∫
B(x0,R)\B(x0,ρ)

|u− ξ|2 +

∫
B(x0,R)

|F |2
)

Comme
∫
B(x0,ρ)

|∇u|2 ≤
∫
B(x0,R)

η2|∇u|2, on obtient le résultat.
Maintenant, si fi 6= 0, on pose

F̃ 1
i (x) :=

∫ x1

−∞
fi(t, x2, · · · , xn)1B(x0,R)(t, x2, · · · , xn)dt
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et l’inégalité de Jensen donne
∫
B(x0,R)

(F̃ 1
i )2 ≤ CR2

∫
B(x0,R)

f2
i .

Pour le théorème suivant, on utilise la méthode des différences finies.
On note e1, · · · , en la base canonique de Rn. Etant donné une fonction u : Ω→ Rm, s ∈ [[1, n]] et h > 0, on définit
les quotients finis

∀x ∈ Ωs,h := {y ∈ Ω | y + hesΩ}, τh,su(x) :=
u(x+ hes)− u(x)

h

On rappelle (proposition 4.8, p.65 dans [21]) que si u ∈W 1,p(Ω) et Ω0 b Ω, alors pour |h| < 1
2dist(Ω0, ∂Ω), il existe

C = C(n) > 0 telle que ‖τh,su‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).
Réciproquement, si u ∈ Lp(Ω) et L > 0 vérifient pour tout |h| < dist(Ω0, ∂Ω), ‖τh,su‖Lp(Ω0) ≤ L, alors u ∈W 1,p(Ω0),

‖∇u‖Lp(Ω0) ≤ L et τh,su
Lp(Ω0)−−−−→
h→0

∂su.

Soit Ω ⊂ Rn ouvert C1 et u ∈W 1,2(Ω;Rm) une solution faible de

∀i ∈ [[1,m]], −∂α(Aαβij ∂βu
j) = fi − ∂αFαi

avec fi ∈ L2(Ω), Fαi ∈W 1,2(Ω) et Aαβij ∈ Lip(Ω̄) tels que il existe K > 0 vérifiant

∀ξ ∈ Rn, ∀η ∈ Rm, Aαβij ξαξβη
iηj ≥ K|ξ|2|η|2

Alors u ∈W 2,2
loc (Ω;Rm) et pour tout Ω0 b Ω, il existe C > 0 qui dépend de Ω0, Ω, K et lip(A), telle que

‖∇2u‖L2(Ω0) ≤ c(‖u‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖∇F‖L2(Ω))

Théorème A.6.2 :

Démonstration. Supposons f = 0.
Prenons φ ∈ C∞c (Ω). Pour h > 0 assez petit et s ∈ [[1, n]], φ(.− hes) est une fonction test et∫

Ω

Aαβij (x+ hes)∂βu
j(x+ hes)∂αφ

i(x)dx =

∫
Ω

Fαi (x+ hes)∂αφ
i(x)dx

D’où ∫
Ω

Aαβij (x+ hes)τh,s(∂βu
j)∂αφ

i +

∫
Ω

(τh,sA
αβ
ij )(∂βu

j)(∂αφ
i) =

∫
Ω

(τh,sF
α
i )(∂αφ

i)

Si on applique la proposition précédente à v = τh,s∇u = ∇(τh,su), R = 2ρ > 0 et B(x0, 2R) ⊂ Ω,∫
B(x0,ρ)

|τh,s∇u|2 ≤ C

(
1

R2

∫
B(x0,2ρ)

|τh,su|2 +

∫
B(x0,2ρ)

|τh,sA|2|∇u|2 +

∫
B(x0,2ρ)

|τh,sF |2
)

On peut donc passer à la limite h→ 0 pour obtenir ∇u ∈W 1,2(B(x0, ρ)) avec la borne∫
B(x0,ρ)

|∇2u|2 ≤ C

(
1

R2

∫
B(x0,2ρ)

|∇u|2 + lip(A)

∫
B(x0,2ρ)

|∇u|2 +

∫
B(x0,2ρ)

|∇F |2
)

On trouve donc l’estimation voulue sur B(x0, ρ). Puis en recouvrant Ω0 par des boules, on trouve le résultat.
Dans le cas où f 6= 0, on considère η une fonction cut-off et on prend φ := τ−h,s(η

2τh,su) comme fonction test.
Alors ∫

Ω

Aαβij ∂αu
i∂βφ

i ≥ c
∫

Ω

|∇(ητh,su)|2 − c′
∫

Ω

[
η2|∇u|2 + |∇η|2|τh,su|2

]
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Par conséquent,

c

∫
B(x0,ρ)

|∇(τh,su)|2 = c

∫
B(x0,ρ)

|∇(ητh,su)|2 ≤ c
∫

Ω

|∇(ητh,su)|2 ≤ c′
∫

Ω

[
η2|∇u|2 + |∇η|2|τh,su|2

]
+

∫
Ω

(|f ||φ|+ |F ||∇φ|)

Le terme
∫
|F ||∇φ| s’estime comme précédemment. Il reste à estimer

∫
|f ||φ| :∫

Ω

|f ||τ−h,s(η2τh,su)| ≤ ε

∫
Ω

|∇(η2τh,su)|2 +
1

ε

∫
Ω

|f |2

≤ ε

∫
Ω

|∇(ητh,su)|2 + ε

∫
Ω

|∇η|2|τh,su|2 +
1

ε

∫
Ω

|f |2

En injectant ceci dans l’estimation précédente, on trouve pour ε assez petit,∫
B(x0,ρ)

|∇(τh,su)|2 =

∫
B(x0,ρ)

|∇(ητh,su)|2 ≤ C
∫

Ω

(
|∇u|2 + |τh,su|2 + |f |2 + |∇F |2

)
Et on conclut comme avant

Soit Ω ⊂ Rn ouvert C1, k ∈ N et u ∈W 1,2(Ω;Rm) une solution faible de

∀i ∈ [[1,m]], −∂α(Aαβij ∂βu
j) = fi − ∂αFαi

avec

1. Aαβij ∈ Ck,1(Ω̄) tels que il existe K > 0 vérifiant ∀ξ ∈ Rn, ∀η ∈ Rm, Aαβij ξαξβη
iηj ≥ c|ξ|2|η|2

2. fi ∈W k,2(Ω)

3. Fαi ∈W k+1,2(Ω)

Alors u ∈W k+2,2
loc (Ω;Rm) et pour tout Ω0 b Ω, il existe C > 0 dépendant de k, K, ‖A‖Ck,1 telle que

‖∇k+2u‖L2(Ω0) ≤ C(‖u‖L2(Ω) + ‖f‖Wk,2(Ω) + ‖∇F‖Wk,2(Ω))

Théorème A.6.3 :

Démonstration. Le cas k = 0 résulte du théorème précédent. Supposons le résultat vrai pour k − 1 ≥ 0. Montrons
le pour k ≥ 1.
Etant donné ψ ∈ C∞c (Ω), on considère la fonction test φ := ∂sψ avec s ∈ [[1, n]]. Une intégration par parties donne∫

Ω

∂s(A
αβ
ij ∂βu

j)∂αψ
i =

∫
Ω

∂sfiψ
i +

∫
Ω

∂sF
α
i ∂αψ

i

Et on obtient

∀ψ ∈ C∞c (Ω),

∫
Ω

Aαβij ∂β(∂su
j)∂αψ

i =

∫
Ω

∂sfiψ
i +

∫
Ω

(
−∂sAαβij ∂βu

j + ∂sF
α
i

)
∂αψ

i

Et on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à f̃i := ∂sfi, F̃αi = −∂sAαβij ∂βuj + ∂sF
α
i .
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Remarquons alors un phénomène intéressant pour les systèmes homogènes : f = 0 et F = 0.
Si h ∈ C∞ ∩W 1,2(Ω;Rm) est solution de ∂α(Aαβij ∂βh

j) = 0 alors pour B(x0, R) ⊂ Ω, la proposition 2.3.0.2 nous dit
qu’en fait les nomes W k,2(B(x0, R/2)) de h sont toutes contrôlées par la norme L2(B(x0, R)) de h.
De plus, si ρ < R/2 et k ∈ N assez grand, on a∫

B(x0,ρ)

|h|2 ≤ |B(x0, 1)|ρn‖h‖2L∞(B(x0,R/2)

≤ C(n,R, k)ρn‖h‖2Wk,2(B(x0,R/2))

≤ C(n,R, k,A,Ω)ρn‖h‖2L2(B(x0,R))

Maintenant si l’on regarde l’écart de h à sa moyenne sur une boule, l’inégalité de Poincaré donne∫
B(x0,ρ)

|h− (h)B(x0,ρ)|
2 ≤ Cρ2

∫
B(x0,ρ)

|∇h|2

≤ Cρn+2

∫
B(x0,R/2)

|∇h|2

≤ C
ρn+2

R2

∫
B(x0,R)

|h− (h)B(x0,R)|2

En effectuant des changement d’échelle, on obtient (théorème 5.8 p.80 de [21]) :

Soit Ω ⊂ Rm,Aαβij ∈ C∞(Ω;R) vérifiantAαβij ξ
i
αξ
j
β ≥ K|ξ|2 pour tout ξ ∈ Rn×m et h solution de−∂β(Aαβij ∂αh

j) =
0 sur Ω.
Alors il existe C > 0 dépendant de n,m,K,Ω telle que pour toute boule B(x0, R) ⊂ Ω et ρ < R, on a∫

B(x0,ρ)

|h|2 ≤ C
( ρ
R

)n ∫
B(x0,R)

|h|2

et ∫
B(x0,ρ)

|h− (h)B(x0,ρ)|
2 ≤ C

( ρ
R

)n+2
∫
B(x0,R)

|h− (h)B(x0,R)|2

Proposition A.6.4 :

En utilisant des estimations de Morrey, on peut montrer un raffinement du théorème A.6.3 :

Soit u ∈W 1,2
loc (Ω;Rm) une solution faible de

∂α(Aαβij ∂βu
j) = fi − ∂αFαi

avec Aαβij , F
α
i ∈ C

k,σ
loc (Ω) et fi ∈ Ck−1,σ(Ω), alors u ∈ Ck+1,σ

loc (Ω).

Théorème A.6.5 :

On renvoie à [21] (théorème 5.22) pour une preuve.

A.6.2 Systèmes à second membre quadratique
Une application harmonique continue est en fait hölderienne : (théorème 9.8, p.216 de [21])
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Soit Ω ⊂ Rn un ouvert, u ∈W 1,2(Ω;Rm) solution faible de

−∂α(Aαβij ∂βu
i) = fj(x, u,∇u)

où les Aαβij et f sont C∞ vérifie ∀(x, u, p), |f(x, u, p)| ≤ C|p|2.
Si u est continue alors u est localement Hölder continue.

Proposition A.6.6 :

Démonstration. Soit B(x0, R) ⊂ Ω. On considère h ∈W 1,2(B(x0, R);Rm) solution de

−∂α(Aαβij ∂βh
i) = 0, h− u ∈W 1,2

0 (B(x0, R);Rm)

Alors le théorème 2.3.0.4 donne que h est C∞ et pour ρ < R, la proposition 2.3.0.2 appliquée à h et avec l’inégalité
de Poincaré, on a ∫

B(x0,ρ)

|∇u|2 ≤ 4

(
C(A,R)

( ρ
R

)n ∫
B(x0,R)

|∇h|2 +

∫
B(x0,R)

|∇(u− h)|2
)

Or u− h vérifie la même équation que u et vaut 0 au bord de B(x0, R) donc :

K

∫
B(x0,R)

|∇(u− h)|2 ≤
∫
B(x0,R)

∂α(ui − hi)Aαβij ∂β(uj − hj)

≤
∫
B(x0,R)

(u− h) · f(., u,∇u)

≤ C(f)

∫
B(x0,R)

|u− h||∇u|2 ≤ Cω(R)

∫
B(x0,R)

|∇u|2

où ω est le module de continuité de u. Par conséquent,∫
B(x0,ρ)

|∇u|2 ≤ C
(( ρ

R

)n
+ ω(R)

)∫
B(x0,R)

|∇u|2

Donc pour tout τ ∈ (0, 1), si l’on prend 1
2 > δ > 0 et ε > 0 tels que C(4δ2 + ε) < τ , pour R > 0 tel que ω(R) < ε et

ρ = δR, on a ∫
B(x0,δR)

|∇u|2 ≤ τ
∫
B(x0,R)

|∇u|2

Donc pour tout k ≥ 1, ∫
B(x0,δkR)

|∇u|2 ≤ τk
∫
B(x0,R)

|∇u|2

Maintenant, pour tout ρ ∈ (0, R), il existe un unique k ∈ N tel que δk+1R ≤ ρ < δkR, on prend la partie entière de
log(ρ/R)/ log(δ) et on obtient∫

B(x0,ρ)

|∇u|2 ≤
∫
B(x0,δkR)

|∇u|2 ≤ 1

2k

∫
B(x0,R)

|∇u|2 ≤
( ρ
R

) log(τ)
log(δ)

∫
B(x0,R)

|∇u|2

Le corollaire 4.4.0.2 sur les estimations de Morrey donne que u est localement hölderienne.

Revenons sur cette preuve en sachant que si u est une solution continue de −∂α(Aαβij ∂βu
i) = fj(x, u,∇u), alors

sur une boule B(x0, R) ⊂ Ω, le module de continuité vérifie ω(ρ) ≤ ρα pour un certain α > 0. Ainsi l’estimation de
∇u se récrit ∫

B(x0,δR)

|∇u|2 ≤ Cσρn−2(1−σ)
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pour tout σ ∈ (0, 1). De plus,∫
B(x0,ρ)

|∇u− (∇u)B(x0,ρ)|
2 ≤ C

(( ρ
R

)n+2
∫
B(x0,R)

|∇h− (∇h)B(x0,R)|2 +

∫
B(x0,R)

|∇(u− h)|2
)

Avec, en reprenant l’estimation de ∇(u− h) dans la preuve précédente, pour un certain ε > 0 :∫
B(x0,R)

|∇(u− h)|2 ≤ CRn+ε

Donc ∫
B(x0,ρ)

|∇u− (∇u)B(x0,ρ)|
2 ≤ C

(( ρ
R

)n+2
∫
B(x0,R)

|∇u− (∇u)B(x0,R)|2 +Rn+ε

)
Et de même que dans la preuve précédente, on en déduit pour un certain α > 0 :

∀ρ ∈ (0, R),

∫
B(x0,ρ)

|∇u− (∇u)B(x0,ρ)|
2 ≤ Cρn+α

Les estimations de Morrey permettent de conclure que ∇u est hölderien.
Finalement, la continuité d’une solution implique la continuité hölderienne, qui implique la régularité C1 et un
argument bootstrap se met en place pour conclure que u a la régularité maximale.
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