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Chapitre 1

Introduction

Pour résoudre ’équation de Laplace Au = 0 sur un domaine €2, on peut chercher & minimiser fQ |Vu|?. Mainte-
nant, on peut faire de méme pour une applications u : M — N ou (M, g) et (N, h) sont deux variétés riemanniennes
avec N compacte : on cherche a minimiser L(u) := [, |du(x)[*dvoly(z) ot |du(x)| est la norme de Hilbert-Schmidt
de du(z) : T, M — T, (4)N, en coordonnées locales |du(xz)|* = g*#(z)h;(u(z))0au’ (x)dpui (x) (avec la convention
d’Einstein).

Afin d’étudier la régularité des solutions de I’équation d’Euler-Lagrange associée, il est plus simple de plonger
isométriquement A dans un RY (par le théoréme de Nash). Si A est la seconde forme fondamentale, 1’équation
Au = 0 est alors remplacée par Agu + A(u)(Vu, Vu) = 0, qui se lie en coordonnées

Vi € [1, N], Dal(g®P+/det(g)dput) + A;k(u)Vuj -Vuk =0

1
V/det(g)

Dans le cas ou dim M =1, i.e. M C R, il s’agit de I’équation des géodésiques :
Vie [L,N],  (u')" + Aj(w?) (u*) =0

Dans le cas ot dim M > 2, on obtient un systéme non-linéaire dont a priori, la régularité ne va pas de soit. En
effet, on cherche & minimiser [ |du|? donc on suppose u de classe W2 mais alors Vu? - Vu¥ est L! et on obtient
Au € L'. La théorie classique des EDPs elliptiques ne permet pas un argument de bootstrap.

Une maniére de remédier & cette non linéarité du type |Vu|? est de chercher des lois de conservation, i.e. de
chercher des équations du type div(f(x,u)Vu) = 0. Ces équations donnent des formulations faibles plus agréables
4 manipuler. Pour en trouver, on peut s’aider des symétries : le théoréme de Noether assure ’existence de telles
relations dés que M ou A posséde certaines symétries, par exemple si N' = S"~! (cas qui sera étudié a part).

Dans le cas général, 'idée de Hélein [I] est de chercher une base de T,,N' dans laquelle I’équation des applications
harmoniques s’exprime bien. Cela conduit a la notion de repére (ou de jauge) de Coulomb et 1’on retrouve des lois de
conservation venant de laction de SO, (R) sur 'ensemble des bases orthonormées de R™, ce qui revient a appliquer
le théoréme de Noether dans un cadre un peu différent.

Riviere [2] remarque que dans cette base bien particuliere, le systéme s’écrit alors sous la forme Au’ = Q) - Vu?

avec Q; = sz et cette anti-symétrie permet de conclure.

Dans le cas ot dim M = 2, on remarque que L est conformément invariant : pour tout difféomorphisme conforme
¢: M — M, [|d(uog)*dvoly = [ |du|*dvol,. De maniére générale, en dimension 2, Griiter [3] a montré que 1’équa-
tion d’Euler-Lagrange associée a un lagrangien quadratique invariant conforme est un mélange entre ’équation des
applications harmoniques et I’équation des surfaces & courbure moyenne prescrite Au = 2HJ,u X 9yu. La méthode
de Riviére s’adapte parfaitement & ce cas aussi. Cela permet de répondre a la conjecture de Heinz-Hildebrandt :



tout point critique d’un lagrangien quadratique invariant conforme est Holder continu. Ces points critiques sont en
fait, aussi régulier que le permettent M et N.

Remerciements : Je remercie Paul Laurain pour m’avoir orienté vers ce sujet remarquable ainsi que pour sa
disponibilité et ses trés nombreuses explications.



Chapitre 2

Applications harmoniques

Cette partie vient de [I]. Soit (M, g) une variété riemannienne.

En coordonnées locales (z!,- -+ ,2™) sur M, la métrique s'écrit gog = g(2) (52, 525 ), on note g~ * == (§°) 4 geqi.m]
la matrice inverse de (gap)a,se[1,m] €t le laplacien sur M est alors donné par

1 0
Bo? = Teity) 02

ol on a utilisé la convention d’Einstein : on somme sur les indices répétés.

Vo € C2(M), ( det(g)g*? @acb)

Definition 2.0.1 :

Une application lisse ¢ définie sur un ouvert 0 C M a valeurs dans R est dite harmonique si Ay¢ = 0 sur Q.

A une métrique g, on peut lui associer une forme volume dvol, := \/det(g)dz! - - - dz™. Pour toute application
lisse ¢ définit sur un ouvert {2 C M, on considére son intégrale de Dirichlet

E(q,q) () 5:/Q|d(;5|2dvolg

Maintenant si ) € C°(Q;R) et t € R, on a

(6 + 1) =150 gy (6) — 1 /S g0 dvol, + O(F)

On remarque alors qu’une application harmonique est un point critique de ’énergie de Dirichlet.
Maintenant prenons (N, h) une autre variété riemannienne. Pour 1’étude que l’on fera par la suite, on considérera
que N est plongée dans une RY. On définit alors de la méme maniére la fonctionnelle de Dirichlet

1

Vu € CHM;N), B, (u) = B /M |du(z)|*dvol, ()

avec en coordonnées locales, |du(z)|? = g*? (z)hi;(u(x))dau’ (2)dpu’ (x) = g™ (Dau, Opu),,.
Definition 2.0.2 :

Une application u € C?(M;N) est harmonique si Vo € M, Aju(z) L Ty(z)N, i.e. en notant A la seconde forme
fondamentale de N' C RY,
Agu+ A(u)(Vu, Vu) =0



L’équation se lit Vi, YV, Agul(z) + g*? (2) A%y (u()) Dar? (z)0puF(z) = 0.

Une maniére d’obtenir l’existence de solutions faibles non constantes est de chercher & minimiser l'intégrale de
Dirichlet parmi une classe de fonctions en fixant une condition au bord d’'un domaine, ou alors en cherchant un
minimiseur parmi toutes les fonctions homotopes & une application donnée non homotope & un point.

2.1 Solutions faibles

La question est alors d’étudier la régularité des solutions de cette équation. L’équation étant non linéaire, il y a
plusieurs maniére de définir une solution faible. On en définit ici quelques unes.

2.1.1 Applications faiblement harmoniques

On suppose A compacte plongée isométriquement de maniére C? dans RY. On fixe § > 0 tel qu’il existe une
projection P : VsN — N de classe C! ot Vs est le voisinage tubulaire de A/ de rayon 4.

Definition 2.1.1 :
Une fonction u € H'(M;N) est dite faiblement harmonique si

Yo € Hy(M;N), %lt:OE[P(u +tv)] =0

Proposition 2.1.2 :

Soit u € HY(M;N) faiblement harmonique. Alors u vérifie

i) —Au L T,N faiblement, ie. si v € H} M;R™) N L M;RN vérifie pour presque tout x € M,
0
v(a:) S Tu(w)/\/ alors

/ gaﬁ(m) (Oatt, 0gV)pn dvolg(x) =0
M

(ii) Faiblement :
Agu+ g A(u) (o, pu) = 0

i.e. pour tout v € H(M;R") N L= (M;RYN),

/M 9”0 (&) (D, 50) + g () (A(w) (Do, Dgu), v) dvol, () = 0

Démonstration. Soit v € Hg(M;R™) N L>®(M;RY) vérifiant pour presque tout z € M, v(z) € Ty N

01 g; (u + stv)v® ds. Donc

Pour ¢ > 0, notons P(u + tv) = u + tw; ot w; =

E[P(u+tv)] = /M |du + tdw,|? o E(u) +t /M (du, dwy) + o(t)

Donc ’hypothése u faiblement harmonique donne

/M (du, dwo) =0



Avec pour tout 3 € [1,dim M],

Lop
o 9y
car v € T, N presque partout donc dP(u) - v =v et (4) suit.
Maintenant, si 'on oublie I’hypothése v € T,,N' presque partout, il reste

9°P (Dau, 0gwo) = g°" (Oau,dp[dP(u)] - v+ dP(u) - Ipv)
= g*P(9p[dP(u)] - Ouu, v) + g*F (Dau, Dgv)  car g[dP(u)] est un opérateur symétrique
= g™ (=0p[dP*(u)] - Oau,v) + ¢*F (Oau,dpv) car id = dP(u) + dP*(u) et dgid =0
= 9" (A(u)(Dau, 9pu),v) + g°? (Dau, Ipv)

d’ot (ii). O

Opwo = O [ (u)v ds} = 0gldP(u) - v] = Ogv

On vérifie que la notion d’application faiblement harmonique ne dépend pas du choix du plongement A < R¥ :

Proposition 2.1.3 :

Soit Jy : (N,h) — N7 C RM et Jy : (N,h) — Ny C RM2 deux immersions isométriques de classe C? de
JaoJ; L osur My

0 sur (VasN7)©
Alors u € WH2(M;N7) est faiblement harmonique si et seulement si ® o u € W12(M;N3) est faiblement
harmonique.

(N, h). Soit ® : RNt — RN une extension de classe C2 de Jyo0J; ! telle que ® =

Démonstration. Quitte a voire RV et RY2 comme des sous espaces de R™2x(N1:N2) - on peut supposer Ny = No. 11
suffit de montrer que si ® o u est faiblement harmonique, alors u ’est aussi.

Prenons u € W2(M;N) et supposons ® o u € W2(M;N3) faiblement harmonique.

Soit v € WOI’Q(M; RY) et ¢ € R suffisamment petit pour que u + tv € Vs presque partout.

Notons u := P(u + tv). Alors d®,, : Ty, N1 = Tp(y,)N2 est une isométrie et donc

|d®., [d(P(u+ tv))]|* = |d(P(u +tv))|* presque partout
Or ® o P = & sur Vs donc

|d (®(u+tv))) |* = |d(P(u+ tv))|* presque partout

Notons w; = fol gzﬁ (u 4 sto)vids € Wy? N L®(M;RYN) de sorte que ®(u + tv) = ®(u) + tw,. Calculons alors
I’intégrale de Dirichlet :

1
Emg(Pluttv)) = 5 /M |d(P(u + tv))|*dvol,
1
= 7/ |d (®(u + tv))) |*dvol,,
2 M
1
= [ |d®@ou)dvoly +t [ ™" (Da(® ou),dsw;) dvol, + O(t?)
t—0 2 M M
Donc p
— B (Plu+tv) = / 9°P (9 (® 0 u), Dpwy) dvol,,
dt |t=0 ’ M
Et wy = gzﬁ (u)v® = d®,(v) € T. ®(u)/N2. Comme ® o u est faiblement harmonique, le lemme précédent donne que
cette intégrale vaut 0 et u est faiblement harmonique O

Dans le cas ou N posséde des symétries, on obtient des lois de conservation par le théoréme de Noether :



Théoréme 2.1.4 : Noether

Soir X un champ de vecteurs lipschitz sur A" qui génére un flot d’isométrie (champ de Killing). Alors pour
tout u € H*(M;N) faiblement harmonique le champ de vecteur sur M

0
ox«

J=J e = 9*7\/det(g) (X (u), pu)

est faiblement de divergence nulle, i.e.

Vo € HY(M:R) N L®(M;R), / 0™ (X (u), Dsu) Db dvol, = 0
M

Démonstration. On se place en coordonnées locales sur un domaine €2 et on considére ¢ € C°(;R). Alors

Blexp, (10X () = Bu+ 16X (w) + oft)
= U u o 2
S [ du X () + oft)
S B+t [ 6 000 0,6X (@) + o0

— B(u)+t /Q 0°% (056 (Dot X () + ¢ (Dt D(X (w)))] + o(2)

t—0
Comme X est un champ de Killing, dX est anti-symétrique et
97 (D0, (X (v))) = g°” (Dau, dX (u) - Ogu) = —g*” (dX (u) - Dau, Dgu)
Par conséquent, cette quantité est nulle et I’hypothése u faiblement harmonique donne que

d

= Gt PEPutoX (W) = /Q 9°%036 (Do, X ()

En particulier, pour des application a valeurs dans S™, on obtient :

Théoréme 2.1.5 :

Dans S", I'équation se réécrit —Au = u|du|? et le théoréme de Noether donne div(u!Vu/ — w/ Vu?) = 0.

Démonstration. On choisit pour X la multiplication par des matrices anti-symétriques (c’est 'algébre de Lie du
groupe des rotations) : on pose E;; la matrice avec un 1 en position (i,7) et des 0 ailleurs, et X : z € R*"™!
(E;; — Eji)z. De sorte que

0= diV(<(Ei,j — Em)u, Vu)) = div(ujVui - UZVU])

2.1.2 Applications faiblement Noether harmoniques



Definition 2.1.6 :

Une application u € H'(M;N) est dite faiblement Noether harmonique si et seulement si pour toute famille de
difféomorphismes de M, (®;);cr dépendant de ¢t de maniére C! et telle que ®; = idyq en dehors d’un compact
de M (indépendant de t) et &g = idpq, on a

d

—  Euo®) =
dt |t=0 (wo ) =0

On a également une loi de conservation pour les applications faiblement Noether harmoniques :

Théoréme 2.1.7 : Noether

Une application u € H'(M;N) est faiblement Noether harmonique si et seulement si son tenseur énergie-
impulsion

1
Sap = §\du\29a5 — (Oau, Opu)

a une dérivée covariante faiblement nulle, i.e. pour tout champ de vecteur X de classe C},

/M(Lxgﬁ)aﬂsaﬁdvolg =0

Démonstration. Soit X un tel champ de vecteurs et considérons (®;)¢cg son flot. Commengons par remarquer que

Em,g)(uo®y) = /M |de (10 ®)[2 0, () dvoly(z) = /M lda_,(5) (10 1) 200, () @VOlar 4 (y) = Eoaga ,g)(u)

De plus la définition de la dérivée de Lie
I
(Lxg)(z) = lim — [@3g(z) — g(z)]
donne ®* ,g =;,0 g — tLxg + o(t) et par conséquent

det(®* ,9) =40 det(g) det(I —tg~ ' (Lxg) + o(t)) = det(g)(1 + try(Lxg) + o(t))
Il suit

Eman,g) (1) =t-0 /M (™% — t(Lxg™ ")) (Dau, Ogu) \/det(g)\/1 — tg®*(Lxg)ap dz + o(t)
op

=0 / gaﬂ (Oau, Ogu) dvoly — t/ (Lngl)aB (Oau, Ogu) — -
M M

(O, Dpu) g** (Lx g)ap dvoly + o(t)

Or0= LX(gaBgag) = (LXg_l)aﬁga@ + gO‘B(LXg)aB et par conséquent,

|du/?

Emg)(uo®) = Enmar,g)(v) =150 Emg)(u) — t/M(Lxgl)aB < 5

Gas + (Oau, 8;31;)) dvoly + o(t)

Comme la dérivée en t = 0 du membre de gauche est nulle (u faiblement Noether harmonique), le résultat suit. [

2.1.3 Applications minimisantes



Definition 2.1.8 :

Une application u € H*(M;N) est minimisante si pour tout z € M il existe K, C M compact tel que pour tout
v € HY(M;N) vérifiant v = u presque partout sur M \ K., E(v) > E(u).

2.1.4 Applications faiblement stationnaires

Definition 2.1.9 :

Une application u € H'(M;N) est dite faiblement stationnaire si elle est & la fois faiblement harmonique et
faiblement Noether harmonique.

2.2 Compacité par compensation des applications harmoniques a va-
leurs dans la spheére

On peut se demander si, étant donné une suite d’applications faiblement harmoniques (u,)nen convergeant
faiblement dans H'(M;S") vers certaine une fonction u € H'(M;S"), la limite u est également harmonique. Si
'on examine I'équation telle quelle : Au + |du|?>u = 0, il n’y a pas de raison pour que ce soit vrai. En effet, méme
si on peut supposer que (u,), converge fortement dans L? (par Rellich-Kondrakov) vers u, il n’est pas clair que
(|dun|*ty ), converge fortement vers |dul?u.

Une premiére application des lois de conservation est de surmonter ce probléme dans le cas N’ = S™ :

Théoréme 2.2.1 :

Soit (uk)ren € HY(M;S™) telle que Auy, + |dug|?uy = 0 dans D'(M) et up — u dans H'(M;S™). Alors u est
faiblement harmonique.

Démonstration. On applique le théoréme de Noether : pour tout o € Hg(M; s0,41) N L (M; s0,41),

/M (da, ug, X duy) dvoly =0

Soit 2 C M un ouvert borné et on suppose supp(a) C Q. Le théoréme de Rellich Kondrakov, dit que quitte a
extraire une sous-suite, (ug)ren converge fortement vers un certain u € L2(Q;R""!) (et méme presque partout
quitte & extraire encore et donc u est bien a valeurs dans S™). Ainsi (up X dug)gen converge faiblement dans
L'(Q; 50,41) : on peut passer & la limite dans I’égalité précédente pour avoir

/M (da,u x duy dvolg = 0

Vérifions que u est bien une application faiblement harmonique. Prenons ¢ € H} (M;R*1) N L>°(M; R ).

/ (do, du) — (u, 8) |dul? dvol, / (du, d(6 — (u, 8) ) dvol,
M M

= /M (u, w) (du, d(¢ — (u, o) w)) — (u, d(¢ — (u, d) w)) - (u,du) dvol,

/ (u x du,u x d(¢ — (u, ) u)) dvol,
M

/ (u x du, d(u x ¢)) dvol,
M
car (u X du,du x (¢ — (u, 9y u)) = (u,du) - (du, ¢ — (u, ) u) — (u, ¢ — (u, @) u)) {du,du) =0

= 0 enprenant a=ux ¢

O

10



2.3 Continuité implique régularité

Un résultat général dont la démonstration est en annexe, section [A.6] permet de démontrer :

Théoréme 2.3.1 :

| Toute fonction harmonique continue est lisse.

On donne le plan de la preuve :

Une fonction harmonique vérifie en coordonnées un systéme de la forme d, (Bf;-ﬁ Ipu’) = fi(x,u, Vu) ou Bf‘jﬁ =

g°P+/det(g)8;; et fj(z,u,p) = —+/det(g)di; AL, (w)gap(x)p**pPl. En particulier, |f;(z,u,p)| < C|p|>.
En comparant u a la solution v de d, (Baﬁagv ) = 0 sur une boule, v = u au bord de cette boule, on obtient grace
aux estimations de Morrey présentées en section @, que u est holderienne, puis que Vu aussi.
Par conséquent, le second membre A(u)(Vu, Vu) est localement L? car continue. Les estimations de Schauder
permettent alors un argument de bootstrap.

Pour conclure a la régularité des applications harmoniques, il suffit donc de montrer leur continuité. Comme il

est plus aisé d’obtenir des estimations intégrales, on montrera en fait la continuité locale holderienne. I1 suffit donc
de se considérer des applications définis sur un ouvert de R™.

11



Chapitre 3

Lagrangiens quadratiques invariant
conformes

En considérant des applications définient sur le disque D2, on remarque que 1’énergie de Dirichlet est invariante

par le groupe de Md&bius. Plus généralement, on décrit ici les applications conformes ainsi que les lagrangiens
possédant la propriété d’étre invariante par transformation conforme.
Cette présentation vient de [2].

3.1 Transformations conformes

Definition 3.1.1 :

Soit (M™, g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes, u : M — A de classe C*. On dit que u est conforme si en
tout p € M, du,, est une composée d’isométries et de dilatations de T, M — du, (T, M), i.e

Vpe M, VX, Y € LM,  (dup(X), dup(Y)),, [ X]g|Y g = |dup(X)n|dup(Y)|n (X, Y),

Lemme 3.1.2 :

Soit A € My (R) \ {0}. Alors
Vz,y € R™, (2,9)gm = 0= (Az, AY)p. =0] & [3)\ €R, Vz,y € R™, (Az, Ay)p. = e (x, y}Rm]

Démonstration. Supposons que Vz,y € R™, (z,y)gm = 0= (Az, Ay)g, = 0.
Pour z € R™\ {0} et posons

m | Az|§n
Vy e R™, Lyy:= (Az, Ay)p. — FE (@, Y) gm
]R'm,

Alors L,z =0 et L,(Vect(z)*) = {0}. Donc L, = 0. Par conséquent,

m |Az|§. |Ay|3.
vz,y € R™\ {0}, B (@, Y g = (AT, AY) g = — (2, Y) g
|z|Zm |y|Zm

12



Soit z,y € R™ \ {0}. Si (z,y) # 0, on obtient [Aylen _ [Aylzn

[y]3m [y[Zm -

Dans le cas contraire, on pose z = % et on obtient (z,z) # 0 et (y,z) # 0. Par ce qui précéde, ||’1T2|§ = ‘éf@ =
% RrR™ R™
[Ylgm ~

Donc la quantité % est indépendante de x € R™ \ {0}, on I’écrit sous la forme e* pour un certain A € R.

Le sens réciproque egt clair. O

On en déduit :
Lemme 3.1.3:

Une application u € C'(M;N) non constante est conforme si et seulement s’il existe A € C°(M;R) vérifiant

Vp e M, VXY € T,M, (dup(X),du,(Y)), =P (X,Y),

En particulier, Vi, |ju| = e et Vi # j, (Q;u,d;u) = 0.

En dimension 2, les applications conformes sont les fonctions holomorphes et anti-holomorphes. En dimension
supérieure ou égale a 3, les applications conformes sont les composées de translations et rotations ainsi que trans-
lations et renversements (cf [2], théoréme II.1).

Proposition 3.1.4 :

Soit U C C un domaine connexe de C et u € C*(U;C). Alors u est conforme si et seulement si d,u :=
2(0yu — i0yu) = 0 sur U ou bien dsu := 1(dpu + idyu) = 0 sur U.

Démonstration. Notons u = u' + iu? avec ul,u? € CY(U;R),

1
(0.u)(0,u) = (D,u, Osu)y = i[amul + Oyu? +i(0pu? — 0yul)][(Oput — Oyu?) —i(Oyut + 9pu?)]
1 ) ul ul
= 1 |0y ul? — \8yu|2 — 27 <5‘m <u2> , Oy (u2> >}
Donc u est conforme si et seulement si u est holomorphe ou anti-holomorphe. O

Dans le cas dimM = 2, on remarque que si u : M — N est une application conforme alors son tenseur
énergie-impulsion est nul. La condition d’étre Noether harmonique signifie que I'image est paramétrée de maniére
"harmonique".

Regardons effet d’une transformation conforme sur 'intégrale de Dirichlet en dimension 2.
Soit (M, g) et (M’ ¢g") deux surfaces riemanniennes, & C M et Q' C M’ deux ouverts et T : Q@ — Q' un
difféeomorphisme conforme. Il existe A : @ — R telle que

Vo e, eWgas(x) = g};(T(2))0'Ta(x)d Tp(x)

Donc N _ _
Ve e, P gi(T(x) = g”‘ﬁ(m)ﬁlTa(z)ﬁjTg(I)

Donc pour tout ¢ € C1(Q;R), x € €,

9°°(@)a(¢ 0 T)(2)05(d 0 T)(x) = g**(2)0;¢(T(2))0"Ta(x)0;¢(T (x))0' Ts(x)
X0 g (T (2))0: (T ()9 (T ()
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Si I’on regarde la forme volume : en écriture matricielle, on a e?)(®) g(z) = (dT(x))"¢'(T(x))dT (2) et par conséquent,
comme |det(dT)| = |V+Ty - VTz| = |[VTi|? = e* (T est conforme, avec V+ = (—0s, 1)),

@)\ /det g(z) = | det dT(z)|\/det ¢/ (T(z)) = M@ \/det ¢/ (T(z))
Et par conséquent, Eq gy(¢ o T) = Eqr g ().

3.2 Lagrangiens invariants conformes

On considére un lagrangien de la forme
L(u) = / l(u, Vu)dzdy
D2

ol : R™x (R2@RYM) — R vérifie une condition de coercivité et de "presque quadraticité" C~1|p|* < (z,p) < C|p|*.
On suppose que L est invariant conforme : pour tout u € H*(D?;R") et toute transformation conforme injective
f:D* = u(D?),

Liuo f) :/fl(Dz)l(uof,V(uof)) :/DZ 1w, Vi) = L(u)
Exemples :

i) Etant donné une métrique g = (gi;)i jeqi,ng € CHRY; SEHRY)) telle que C716;; < gi; < C6;; sur RY et
[Vgll o (rny < 00. On cherche & minimiser Ey(u) = [, [Vu|2, dont les points critiques sont les applications
faiblement harmoniques. Si u est conforme, alors u(D?) est une surface minimale de (R”, g). On exhibera en
derniére partie comment les applications harmoniques interviennent dans I’étude des surfaces minimales.

ii) On considére une 2-forme w dont les coefficients (wy;); jep,n] € CH(RY;son) vérifient ||[Vw]|pe@y) < co.

Pour u € HY(D?;RY), on considére

1 . .
E“(u) = 3 /D2 |Vul? + w(u)(Vu, Vu) dr = /D2 \Vul? 4+ wij(u) Vi’ - Vud de

L’équation d’Euler-Lagrange associe est Au’ — 2H! (u)V+u® - Vu! =0 ott H est donné par

N
Vz e RN, VU, V,W € RN, dw(z)(U,V,W) =4U - H(V,W) =4> U'H'(V,W)

i=1

En dimension N = 3 cela se réécrit dw = 4Hdxz! A dz? A dz® et Péquation s’écrit Au = 2H (u)d,u X Oyu, qui
est I’équation de prescription de la courbure moyenne.
En dimension quelconque si u est une solution conforme & ce systéme, alors u(D?) est une surface dont le
vecteur de courbure moyenne est, en notant e* = |9, u| = |0,u| le facteur conforme,

et H = (AH}, (u) Vo ~Vul)1§iSN

iii) On peut combiner les deux exemples précédents en

1
Ey(u) = 3 /D2 \Vu|3 +u*w dx

Et le systéme devient
Vi€ [1,N], Au'+T%u)Vuk - V! —2H] (u)VEa® - Vul =0

Une solution conforme u définit une surface u(D?) dont le vecteur de courbure moyenne dans (R, g) est
|0y u|u*H.

En fait, il s’agit des seuls possibilités de fonctionnelles quadratiques invariantes conformes :
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Théoréme 3.2.1 : Griiter [3]

Soit [ : RN x (R2®@ RY) — R de classe C! en la premiére variable et C? en la seconde. On suppose que
3C >0, VzeRY, Vpe RZ@RY, C7p|> <li(z,p) < Clp|?

et on note
Vu € HY(DLRY), Liu) = /D2l(u(x),Vu(x))da:

On suppose L invariant conforme : pour toute application conforme ¢,

Ve HUDERY), Lwoo)= [ iuog V(wod) = Lw

Alors il existe une métrique g sur RY de classe C! et une 2-forme w de classe C! telles que L = Ey.

Démonstration. Soit U C R? deux ouverts et ¢ : U — D? un difféomorphisme conforme. Alors

dz
Yu € HY(D?*RY), lu(z),dyu - dy-1(0) ) 7+——— = I(u, du)
D2 ( PO det(dg1 () 0)] S

Par conséquent,
1
V(z,p) e RN x (R @RY), Vy € U, I(z,pdy¢) = | det(dy¢)|l(z,p) = 5|Vew)li(zp)
En prenant U = Bg2(0,|A]) et ¢ :  — Az, on trouve
VYA ER*, (2, Ap) = N2l(z,p)

Or [ est de classe C? en p donc on peut passer & la limite A — 0 pour avoir I’égalité pour tout A\ € R, puis on peut
dériver deux fois et prendre A = 0 pour obtenir, en notant p = (py, )ic[1,N],ae{1,2}>

1 L
V(z,p) € RY x (RZ@RYN), I(z,p) = =02 U(2,0)pops
2 PaPps

On note alors A;j,ap(2) = 02 ,1(2,0) et Ajj = (Aijiap)a,pe{1,2} €t on trouve écriture

PaPp

Vu € H' (D% RY), L(u) = %/ (Vu')T Ajj(u)Vi? = %/ Ajjap(u)0qu’Opu’
D? D2

On considére maintenant U = D? et ¢ :  — Ry oll Ry est la matrice de rotation d’angle .
P Aij(2)(0")" =1(z,p) = l(z,pRe) = p'RoAij(2)Rg (p*)"

Donc A;; = RyA;j(z)R}. En choisissant § = 7/2, on trouve que A;; est de la forme (ZZ; _aljjj) avec a;; =

aj; et b;; = —bj;. L’hypothése de croissance donne alors que (aéj 0 ) est définie positive et donc définit une

%7
métrique. O
Plus généralement, on peut regarder des applications a valeurs dans une variété riemannienne (N, g) de classe
C? (qu’on supposera compact sans bords). On peut plonger N isométriquement dans un RY et on considére encore,
pour une 2-forme w sur N, le Lagrangien
1

Yu € HY(D*N), E“(u) = 5/ \Vu|> + u*w dz
D2

15



Dont I’équation d’Euler-Lagrange est, en notant A la seconde forme fondamentale de N' C RY.
Au+ A(u) (0,1, O,u) + A(w)(Byu, dyu) = Au + A(u)(Vu, Vu) = H(u)(Vu, Vu) = 2H (u)(pu, Oyu)

Le cas w = 0 correspond aux applications harmoniques.
L’objectif de ce mémoire est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2 : Conjecture de Heinz-Hildebrandt

Les points critiques d’énergie finie d’'un Lagrangien invariant conforme a croissance quadratique sont Holder
continus.

Comme l'équation d’Euler-Lagrange associée est critique (au sens des injections de Sobolev), la régularité de ne
va a priori pas de soit.
Exemple de non régularité : On considére I'équation Au + |[Vu|? = 0, qui est 1’équation d’Euler-Lagrange du
Lagrangien (non quadratique)

L(u)z/ 62“(0”)|Vu(m)|2dx
D2

Dont une solution explicite est u(x) = loglog(2/|x|) qui n’est pas lisse.
La question est alors de comprendre ce qui différencie |Vu|? de A(u)(Vu, Vu).
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Chapitre 4

Quelques points d’analyse

Comme expliqué dans 'introduction, la théorie classique des EDPs elliptiques ne permet pas de conclure quant
a la régularité des applications harmoniques. 11 faut donc chercher des outils plus précis. On expose ici quelques
notions utiles pour la suite. Les preuves et constructions non faites ici sont données en annexe.

4.1 Espaces de Lorentz

Toutes les preuves sont faites en annexe, section
Les espaces de Lorentz sont des raffinements des espaces LP. Un intérét particulier est lié aux inégalités de Wente,
que 'on exposera dans la suite.

Un réarrangement d’une fonction f : 2 — R mesurable est une fonction ayant des sous-niveaux de méme mesure.

Definition 4.1.1 : Réarrangement

Soit & C R™ ouvert, f : 2 — R mesurable. On note d;(\) = [{x € Q| |f(z)| > A}|. Le réarrangement décroissant
de | f] est
0,19]) — RZ U {+00}

7T o int{t> 0 ds(t) < 5

de sorte que f* est décroissante et vérifie

Vs >0, df(s)=ds-(s)

Definition 4.1.2 : Espace de Lorentz

Soit Q € R™ un ouvert, p,q € (0, 40c]. L’espace de Lorentz L®(€;R) est I'ensemble des fonctions mesurables

f:Q — R telles que
(/ [df(s)
0

|fl(p,o0) = suptl/pf*(t) = sup adf(a)é < 400 sig=+c0
>0 a>0

qds

Jdi . ‘
= s] = < 400 s1g<+4oo
S

+oo 1/q
o= [ @2r@0%| s

Q=
3 =

17



On pose

|E|
() := su su d s)ds
7700) = g [ 101= s g [ das(o)

Alors
[f+°°(t1/pf**(t))qﬁ} &k si g < +oo
||f||L(Pv<1>(Q) = v t.
SUP;so /P f*¥ (1) sig = +oo
définit une norme sur L9 (Q) et il existe C' > 0 telle que C~'| - lme) < |l o < Cl-|pq)-
Les espaces de Lorentz sont des espaces de Banach dont on liste quelques propriétés.
Une inclusion bien pratique : si p € (0,00] et 0 < ¢ < ¢’ < oo alors L) ¢ Ld),

Le calcul des espaces duaux suivant les valeurs de p et ¢ sont donnés en annexe. On utilisera uniquement le fait que
sil<p<ooetl<gqg<oo, (LPDY =LE) pour g =00 LN C (LFP->)Y,

On a le théoréme d’interpolation suivant (preuve en annexe, théoréme A.1.9) :

Théoréme 4.1.3 : Interpolation

Sot Q@ C R™ et U C R™ deux ouverts. Soit 1 < rg <1y <ooet 1 < py#p1 < oo et T un opérateur linéaire
continu dont le domaine contient J, o, L"(€2) et tel que T': L™(Q) — LPo(U) et T': L™ (Q) — LP*(U)
soient continues. T

Alors pour tout 6 € [0, 1] si
1-6 0 1 1-6 6
+ = +

1
p Po D1 r To L}
Alors pour tout ¢ € [1,00], T : L9 (Q) — L®9(U) est continu.

Une application :

Proposition 4.1.4 : Décomposition de Hodge d'un champ de vecteurs

Soit 2 € R? un ouvert C*. A chaque champ de vecteurs g € L'(Q;R?), on peut associer des fonctions o, 3,v

définies sur 2 telles que
—Aa —div(g) dans —AB = —div(gt) = 0yg" — 9,9°> dans Q
Q 0 sur 0f) 8 0 sur 0f2

De sorte que g = Vo — V3 + Vo et v vérifie —Av = 0 dans Q.

On pose P(g) = da et H(g) = dv.

Pour p € (1,00), P, H : LP(£;R?) — LP(Q;R?) sont continus. Par le théoréme d’interpolation, P, H sont aussi
continus de L®9)(Q;R?) — LP9(Q;R?) pour tout p € (1,00) et g € [1, o).

Un exemple d’utilisation pour les applications harmoniques : (preuve en annexe, théoréme A.l

Théoréme 4.1.5 :

Soit u : By C R? — R harmonique. Alors

VO<r<R<2 Vpe [1, OO]7 C = C(’I“, R,p) >0, ||Vu||LP(B,.) < C||Vu||L(2~°°>(BR)
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Remarques : en examinant la preuve, on voit que
e on peut faire de méme avec les dérivées d’ordre supérieur

e on peut controler |[Vul[zr(p,) par d’autres normes que || Vul|Le.0) (5,) (€x: [[VullL2(Bp\Bg,)» [ullL1(Bg)»--) :
quitte & réduire la taille des boules, toutes les normes sont "équivalentes"

Une injection utile :

Théoréme 4.1.6 :

Pour m > 2, WH(R™) — L(%,l)(Rm)_

Démonstration. On considére le cas d’une fonction f € C°(R™) (cet espace est dense dans W11 (R™)). Soit f son
réarrangement symétrique décroissant, i.e. I'unique fonction radiale telle que

Vs >0, [{zeR™||f(x)]>s}={zeR™| f(z)=> s}
On note f* le réarrangement décroissant de | f| sur [0,00) et en notant a, = =[S™7!|, on a f*(u,|z|™) = f(x).
L’inégalité de Polya-Szegd (preuve en annexe, section |A.5) donne

[ @iz = [ jaf@)is

+o0 N
> / / —0, f(r)r™tdo(x) dr
0 gm—1
+oo g f
> —|Sm_1|/ —frm_ldr
0 dr
+oo
> (m—1)S"Y f(r)yr™=2dr
0
tTO moi dt
> (m-— l)a},{m/ tm f*(t)7 avec le changement de variable ¢t = a, 7™
0
>

Com)IF e o
O

Dans le cas critique W12(R?) ne s’injecte pas dans C°(R?) mais si les dérivées sont dans un espace légérement
plus petit, on obtient :

Théoréme 4.1.7 :

Soit Q € R? ouvert de classe C, f € H'(Q) telle que 0, f, 9, f € L*>V(Q).
Alors f est continue et bornée sur Q.

Dans la suite, on notera K : (z,y) € R? — ;—; log (\/xQ + y2> le noyau du laplacien dans R? : —AK = 6, dans
D’'(R?). Alors K est dans I'espace BMO(R?) que 'on définira plus bas et

dK = — (zdz + ydy) € L) (R?)

2mr2
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Démonstration. Soit f € C°(Q). On peut étendre f en g € C(R?) et I'opérateur d’extension f + g est continu

dans tous les W'? pour p € [1, 0c] et par le théoreme d’interpolation, ||dg|| ;@1 < C(Q)||df |1 1)- Par construction
de g, on a pour tout z € R?,

9(2) = do x g(2) = (-AK) x g(2) = (VK) x (Vg)(2)
Il suit [g(2)| < [|[dK|[ L2002y |9l 21 (m2) €t donce

1fllzoe (@) < llgllze@2) < ClldfllLen o)

La densité de C>°(Q) dans W1 donne le résultat.

4.2 Espace de Hardy H!

Le résultat de Calderon-Zygmund dit que pour une fonction u, si Au € LP pour un certain p € (1,00), alors
u € W?2P (voir [4]). Mais comme on I’a vu dans Iintroduction, on se retrouve dans le cas critique p = 1 et on
ne peut pas conclure que u € W21, En fait on verra que si 'on a mieux
ue W2l

On explique ce qu’est cet espace H! ici, avec les preuves en annexe (section [A.4)).

: Au € H', alors on peut conclure que

Definition 4.2.1 : Espace de Hardy

L’espace de Hardy H'(R™) est I'ensemble des fonctions f € L!'(R™) satisfaisant I'une des deux conditions équi-
valents :

e Soit ¥ € C(R™) telle que [, ¥ =1, pour t > 0, ¢y : & — t~™1p(z/t) et M(f;9) : x — supysq [¢ * f()],
alors M(f;4) € LY(R™) et

I fllzx @y = 1 fllor ey + 1M (f59)]| 2wy

e On définit la transformée de Riesz de f pour « € [1,m] par F(R.f)(§) = fi%]:(f)(f). Alors les R, f sont
dans L'(R™) et

1 ll3e @my = 1l my + > 1 Rafllzsem)

a=1

Des exemples typiques d’élément de H! sont les fonctions de la forme (V¢, E) ot ¢ € WL2(R™;R) et E €
L?(R™;R™) est un champ de vecteur de divergence nulle. En dimension m = 2, on définit 'opérateur V+ =
(=08y,0,). Les fonctions de forme jacobienne, i.e. (Vp, V) pour ¢,9 € W21(R%*R), sont des éléments de H?
(proposition A.4. Les fonctions de la forme <V¢, VJ-w> c avec ¢ € VVol’2 N L sont également dans H' (propo-

sition A.4.
Dans le cas oit Ag € L', on a

Théoréme 4.2.2 :

Soit Q C R? ouvert de classe C!, f € L(Q), ¢ une solution de
{ o

¢
Alors 0,0, 0y¢ € L22)(Q) et [|do|| .00 () < C(Q)fllL1(02)-
Si de plus, f € H'(R?) alors 0,¢,0,¢6 € LZV(Q) et ldollLezn ) < CEflln(re) (en particulier, ¢ est

f dans Q
0 sur 99
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continue bornée). Donc ¢ € W' (Q) et on a Uestimation ||¢||y21 < C(Q)| flae-

Démonstration. Toujours avec la notation K : (z,y) € R? — 5= log(\/%) on a dK € L(Z>)(R?).
a2ty

Considérons le cas f € L'(€). On étend f par 0 pour obtenir fe L'(R?) et on pose ¥ := K f. Alors —AW = f
dans R? et d¥ = dK * f, comme f € L'(R?) et dK € L), on obtient d¥ € L) (R?) avec ||d¥|| 2.0y <
|dK|| 2.0 || fl| 1. Pour revenir & ¢, il suffit de remarquer que d¢ = P(d¥|q) ot P est défini dans la proposition
4.1.04
Maintenant, si f € H'(R?), 20| donne que ¥ € W2 (R?) donc d¥ € WH(R?) ¢ LV (R?). Lestimation de la
norme est faite dans la preuve de la proposition A.4]20]

O

Ceci montre que pour avoir de la continuité, il faut mieux que L'. Une premiére apparition de H' dans notre
cadre :

Lemme 4.2.3 :

Soit Q@ C R™ ouvert, u € H'(Q;S") faiblement harmonique. Alors pour tout B(xg,r) € €, il existe f €
HY(R™; R™1) tel que —Au = f dans B(xo,7).

Démonstration. Posons 9 = x(u'du? — u/dut). Alors dB% = 0 dans Q. Comme B(xg,r) est simplement connexe,
il existe B(zg,7) € B’ € 2 une boule et une (m — 2)-forme ¥ telle que da® = % dans B’. Soit x € C°(B’;R)
valant 1 sur B(xg,7). Définissons alors f* € L'(R™) par

fidzt A- ANda™ = Z?;l d(xuw’) A d(xa') dans B’
fi=0 dans R™\ B’

En notant d(xa) = Y, Ej(xdz*), alors E est définit un champ de vecteur de divergence nulle. Par suite, f €
HL(R™) et 'équation —Au = u|du|? se réécrit dans B’ :

n+1
—Au'dz' A Ada™ =) du! AT = fldat A A da
j=1

4.3 Espace BMO

On définit 'espace Bounded Mean Oscillation (BMO). Toutes les preuves sont faites en annexe, section

Definition 4.3.1 : Espace BMO

Pour f € L}, .(R™), on note

loc

1
Vxe]Rm,Vr>O, fz,r:merzi/ f
@ = Bz, )] Ja@n

On pose
1

fllBmo@m) == sup F@) = for
Iflssomm = sw e | W)

et BMO(R™) est I'ensemble des f telle que || f||prpromm) < +00. BMO(R™)/R est un espace de Banach.

dy
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En fait, une fonction f € L} (R™) est dans BMO si et seulement si

loc

1

JdJA >0, V2 e R™, Vr > 0,3c;, € R, ———
|B(x77a)| B(x,r)

|f(y) - Cac,r|dy § A

i.e. pour vérifier qu’une fonction est dans BMO, on n’est pas obligé de comparer f a ses moyennes locales.

Exemple : log|.| € BMO(R™) \ L>*(R™) (donc le noyau du laplacien K également).

Pour tout zp € R™ et R > 0, on cherche Cy, g € R tel que |log|.| — Cyy R|B(x0,r) SOit borné. On remarque que
1 1
— |log |z| — Cypy pl|dz = — |log |y| + Cyy,r + log R| dy
vm R B(zo,R) Vm JB(%2,1)

On peut donc prendre Cpy r = Cr-14,1 +1og R et on est réduit au cas R = 1.

Si|zg] <2, 0na
/ |log |z||dx < / |log |z||dx < 400
B(zo,1) B(0,3)

s

Si |xo| > 2, on prend Cy, 1 := log|zo| et on trouve

1 1
— |log |x| — log |xo||de < —
Vm JB(zo,1) Vm JB(zo,1)

1+ [0

1
%8 o]

dx <log?2

Donc log|.| € BMO(R™).

Contre-exemple : h : (33 — 1p+ () log %) ¢ BMO(R).

Sur lintervalle (—¢, €) avec 0 < € < 3, on a

1 [° 1 1 1
he oo =— [ log—de==(1+1log-
(=ee) 26/0 08 L0 2< * Oge)

1 € 1 0 1 1
Y - > — = — —
2¢ e |h($) h(_€7£)|d$ = 9% . |h(—s,e)|dx 4 (]. + log e) E} 400

Par conséquent,

Le résultat suivant a contribué & la médaille Fields de Fefferman (preuve en annexe, théoréme A.4[17) :

Théoréme 4.3.2 : Fefferman-Stein

BMO(R™) est le dual de H!(R™).

On utilisera souvent pour conclure nos preuves le résultat suivant :

Proposition 4.3.3 :

Sim > 2, f e LY (Bgm(0,1)), a € (0,m), alors ﬁ * (flp(o,1)) € BMO(B(0,1)) et en particulier, il existe
p > 1 tel que ‘x% * (f1po,)) € LP(B(0,1)).

Un lemme dont nous aurons besoin dans ce mémoire :
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Lemme 4.3.4 :

Soit f,g,h € H*(R™). On suppose h € BMO(R™) alors on peut donner un sens a

/Rm{ﬁg}aﬁh = /Rm{h,f}aﬁg - /Rm{g’h}aﬁf

avec {f, gtap = 0afO39 — 0ag0sf et on a les estimations

' / {ﬁg}aﬂh] < Clldfl|z Idgl 2 lhl a0

Démonstration. Dans le cas ou f,g,h € C°(R™), il s’agit de la dualité H! — BMO.
L’estimation permet d’utiliser la densité de C2°(R™).

4.4 Estimations de Morrey

Pour conclure a une régularité holderienne on utilisera les résultats suivant.
Cette section vient de [5], chapitre 3.

Théoréme 4.4.1 :

Soit  C R™ un ouvert borné connexe. Soit u € L*(Q) et a € (0,1) tels que
VB(z,r) C Q, / lu — Uy |* < M2
B(z,r)
Alors u € C%%(Q) et pour tout Q' € Q,

u\xr) —u
lll gy + sup A& U] f}’)‘ < e(n, a, Q) (M + |[ul| 12(0)
rAYEQY |x - yl

Démonstration. Notons Ry := dist(Q',09Q). Pour o € Q' et 0 < r; <ry < Ry, on a
Vl‘, ‘uﬂﬂaﬂ”l - uru,m‘z S 2(|U(Z) - u96077”1|2 + |u(x) - uroﬂh‘z)

Donc en intégrant sur B(zg,71), si l'on note w,, := |B(0,1)],

9 2 2 2 2M2 n+2a n+2a
|ufbom1 - umo,rz| < n lu— uﬂﬁo,r1| + lu— uﬂﬂoﬂ?‘ = n (Tl +ry )
Wt \JB(xo,r1) B(x0,r2) WnT

En choisissant R < Ry et 71 := 27" 'R et ro := 27*R, on trouve

Uy 9—i-1p — Uy o—ip| < c(n)2~ DA RY
z0,2 R x0,2 'R

Donc pour h < k € N,

k—h—1
1 c(n, @)
« — < MR
; 2ia —  9Qha

c(n)
[Uag,2-n R = Usgo-krl < Sapya MR
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Donc (ug, 2-ir)ien est de Cauchy dans R donc converge vers une certaine limite u(zg) qui est indépendante du
choix de R. Donc 4(zo) = lir% Ug,,r avec la vitesse de convergence
r—

Vr € (0, Ro], |uggr — @(zo)| < e(n,a)Mre

Or (2 + Uz, )r>0 converge dans L1 (2) vers u lorsque r — 0. Donc u = 4 presque partout et la vitesse de convergence
donne que cette convergence est uniforme. Comme chaque x — u, , est continue pour tout r > 0, u est également
continue avec la borne

Ve Q, VR € (0,Rp], |u(z)] < CMR*+ |uy gl

11 suit
suplul < CIME® + [ull (o)
Prouvons maintenant que u est holderienne. Soit z,y € Q' tels R := |z — y| < Ry/2. Alors
lu(z) —u(y)| < |u(x) — ug2r| + [w(y) — uy2r| + |Uz2r — Uy 2r| < c(n,a) M(2R)Y + |ug 2r — Uy 2R

Si ¢ € B(z,2R) N B(y, 2R),
|tz 2r — Uy 2r| < |uz2r — u(Q)] + |uy2r — u(C)]

Et en intégrant,

2
|u7;,2R —u ,2R|2 < / lu — uz,2R|2 +/ lu —u ,2R|2 <c(n, a)M232a
Y |B(z,7)| \JB(z.2R) B(y,2R) Y

Dot |u(z) — u(y)| < e(n,a) M|z — y|* et pour |x — y| > Ry/2,

u
ute) — )] < 2ouplul < ¢ (314 LR oy

Ry
O
Corollary 4.4.2 :
Soit © C R™ un ouvert borné connexe, a € (0,1) et u € H} (Q) vérifiant
VB(z,r) C Q, |dul? < M?pn—212e
B(z,r)
Alors u € C%*(Q) et
VQ/ S Q, ||’U,I|Loo(Q/) + sup M < C(M + ”uHL2(Q))
epye |z =yl
Démonstration. L’inégalité de Poincaré donne
/ lu — g |? < c(n)r2/ |dul? < c(n)M?ynt2e
B(r,x) B(z,r)
O

4.5 Inégalités de Wente

Cette section vient de [I], chapitre 3. Un premier résultat qui ne nécessite pas d’argument sophistiqué, c’est
I'exemple type du cas critique ott A¢ € L' mais ot 'on peut quand méme conclure que ¢ est réguliére :
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Théoréme 4.5.1 : Inégalité de Wente

Soit a,b € HY(D?) et ¢ € WyP(D?) pour p € [1,2) la solution a

—A¢ = 0,adyb — 9,bdya = Va-V+b dans D?
¢=0 sur 0D?

Alors ¢ € Wol’2 N C%(D?) et il existe C' > 0 indépendante de a et b telle que

0l Lo (p2) + VOl 12(p2y < CVallL2(p2) | VD] L2(p2)

Démonstration. Par densité, on peut supposer que a,b € C*(D?).
Si ¢ € L°°(D?), alors

19 == [ 686 < ol 10.00,b — 9,50yl < ol Va2 .

1l reste a montrer que ¢ € L. On peut étendre a et b en @,b € C°(C) (qui est dense dans W12(C)). On définit
la fonction suivante, & ’aide de la formule de représentation de Green :

Via - Vi(y)dy

Vz € C, gfg(x):i/log
C

27 |z —yl

Ainsi, ¢ vérifie —A¢ = V+a - Vb sur C et il suffit de montrer que |¢(0)| < C||Val|z2||Vb||z2 car les autres valeurs
de d) se trouve en composant ¢> par un difféomorphisme conforme, et cette composée vérifie la méme équation (en
composant a et b par ce difféomorphisme). On a

G0N =I5 [ 108 Vi Vi)

_ _i / " / " Jog(r ) [0 (@05b) — 0u(@0,8)| drdo)

27 +oo
= / / aagb—d9|
27 “+oo ~d7‘
= Ogb—db
) [ o] an)] o0

1
1 +o0 2w 1 2 ~ 2 d
< = / R al do </ |89b|2d0> &
2 Jo 0 10B(0,7)] Jap (o, 0
+oo 2m % 2m ~ %d’f‘
< c/ (/ |aga|2d9) (/ |89b|2d0> dr
0 0 0 r
< ClIValzzo)[Vbllrz(c)
< C|VallL2(p2)|IVD||2(p2) par continuité de Popérateur de prolongement

Maintenant, on remarque que B
A(p—¢) =0 dans D?
¢p—d=—¢ sur OD?



et le principe du maximum donne
18]l < 6L + 16 = Sl < 2l[Bllz < ClIVall 22| VB] £2(p2)
O

Remarque : changer une condition de Dirichlet homogéne par une condition de Neumann homogéne ne permet
pas toujours de conserver la régularité, comme le fait remarquer [6]. Cependant si I'une des fonctions du second
membre (a ou b) posséde une trace sur dD? nulle, alors le résultat reste vrai.

Théoréme 4.5.2 : Inégalité de Wente

Soit  C R? un ouvert de classe C*, a,b € H'() et ¢ une solution de

—~A¢p = Vta Vb dansQ
0] = 0 sur 0f)

Alors d¢ € LD (Q) et
||| Ly < Cllalla @ l|blla o)

Démonstration. Quitte & étendre a,b sur R? (opération continue sur H'), on peut supposer 2 = R2.
Alors {a,b} € H1(R?) | le résultat suit de 4.2.2. O

Théoréme 4.5.3 :

Soit © C R? un ouvert de classe C?, a,b € L*(Q) avec da € L(>*°)(Q), db € L?*(Q) et ¢ une solution de

~A¢p = V<ta-Vb dansQ
0] = 0 sur 0f)

Alors ¢ € HY(Q) et
[dd|l L2y < Clldal| Lc2.00) () |db| 2 (@)

Démonstration. Soit @ C U C R? un ouvert lisse. Alors toute fonction f € H'(Q) peut s’étendre en f € HL(U).
On démontre d’abord le cas da € L?(2). On note ¢ et v les solutions de

{Aw = V%ia-Vb dansU {Aw = V%ib-Vy dansU

p = 0 sur OU v = 0 sur OU
Alors
ldglawy = [ o¥a- Vb
= 7/ avb-Vie
U

/U dadyp

Clldal| .o @) lldll e @)
Clldal| L. (onylldbl L2 0y |l L2 (0

IAIA
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Les prolongements sont continus donc le résultat suit.
Maintenant, si da ¢ L?(Q), il reste I'injection WP < L(2°°) pour tout p < 2. On peut donc approcher a par une
suite (ag)ren d’éléments de C2°(£2) vérifiant

whtp
Vp <2, a — a, Hdak||L(2v°°>(Q) — ”da”L(?‘O")(Q)
k—o0 k—o0
Le résultat suit grace aux bornes trouvées précédemment. O

4.6 Décomposition de Hodge

Afin d’utiliser 'inégalité de Wente, il faut une condition au bord nulle. Pour se débarrasser d’une trace au bord
non triviale, on peut décomposer comme suit :
Un fait intéressant pour les applications harmoniques :

Lemme 4.6.1 :

Soit p € [1,00), f € LP(Brm(0,1)) harmonique.
Alors r+— r—™ fB(O " |f|P est croissante.

Démonstration. Soit K : R — R convexe. Alors A(K(f)) = div(K'(f)Vf) = K"(f)|Vf|*> > 0. Donc le théoréme
de Stokes donne

i o _ .l-m aK(f) o — 1—-m v
dr /83(0,1)K(f)(ra)d O)=r /aBm,T) gy =T /B (o,r)dl (VK(f)) =0

Par suite,

K = ' K 0)p™ " dod
/B oK) /0 /8 o KU oB)™
" m—1

K(f)(r0)do
< / 7 /83(071) (1))
r d
rae K
S mdr/B(O,r) (f)

Done 7+ 1™ [, ) K(f) est croissante. En approchant |.[” par K¢ :y — (€2 4+ 52)P/2, on obtient le résultat. [

Lemme 4.6.2 :

Soit p € (1,00), g € [1,00] et v € (0, 2}).
Il existe C' = C(p, q,7) > 0 telle que pour tout f € L'(B™) vérifiant df € L®9(R™), la solution F de

—AF = 0 dans B™
F = f sur 0B™

vérifie ||dF || Lo.a50,r)) < CrNdf | Le.o (B(0,1))-
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Démonstration. On ne traite que le cas m = 2. On remarque que dF = H(df). Pour tout r € [0, 1], on note R,
l'opérateur de restriction sur B(0,r). Il suffit de montrer que

R o H|l Lo (B(0,1))> w0 (B0, < CT7
Soit p; < p < p2 ol py vérifie vy = 2/py. On applique le lemme précédent pour trouver
2 2
Ry o H||Lr1 (B(0,1))—Lr1 (B0,r)) < Cr?t,  [[Re o H| o2 (B(0,1))— 172 (B(0,r)) < CrP2

Le théoréme d’interpolation donne (cf annexe pour l'estimation de la norme) en utilisant le fait que r <1 :
2
IR 0 H| Lo (B(0,1))> L0 (B0, < Cr7 +rer) < Cr?

O
Cette introduction vient de [I], section 4.3. On pourra trouver une introduction plus compléte dans [7], section
10.5.

Definition 4.6.3 :

Pour 0 < k < m, on note A*R™ P’espace vectoriel des formes k-linéaires anti-symétriques sur R™.
L’opérateur de Hodge * est I'unique opérateur linéaire x : A*R™ — A™*R™ tel que

o x1:=da* A Adx™

o Va, B € A*R™, a A (x8) = B A (xa) = (o, BY dxt A -+ A dz™

L’adjoint & de d pour le produit scalaire de L2(R™; A¥R™) est donné par

Vo € L2(R™; AFR™), ¢ = (—1)™F ™+ v dx ¢

Lemme 4.6.4 :

Soit ¢ € L?(R™; A'R™) une 1-forme différentielle a coefficients dans L?*(R™).

Alors il existe une unique fonction w € L? (R™) et une unique 2-forme différentielle v € L?" (R™; A2R™) (avec
2% = %) telles que ¢ = dw + dv et dv = 0.

De plus, si v = vagdz® A dx? alors dw, dv,s € L2(R™) avec

1w, vap) T2+ (gmy + 14w, vap) |2 gmy < Cli¢lI7

On rappelle que pour tout b € L2(R™; A*¥R™), si b = by, ... 0, dT™ A -+ A dz™* alors

—(dS + 5d)b = (Aba, ... )dz® A -+ A dz®

Démonstration. L’existence de w vient du probléme variationnel

inf df — ¢|?
et / mI If — ¢

En effet, il existe un unique minimiseur w qui vérifie alors Aw = Y7 | Jo¢a avec Pestimation |dwl| L2@®m) <
|4l L2(rm). L'estimation ||w|| 2« < C[¢||r> vient de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.
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L’existence de v vient de la résolution de —Avag = Oa¢pp — 030«, I'unicité et les estimations sont obtenues comme
pour w.
Pour vérifier que ¢ = dw + dv, il suffit de remarquer que ¢ — dw — dv est harmonique :

(d6 + 8d) (¢ — dw — 6v) = d(5¢ — Aw) + 6(dé — Av) = 0

et que ses coefficients sont dans H!(R™). O

29



Chapitre 5

Régularité des applications faiblement
harmoniques a valeurs dans la sphére

5.1 Preuve de Hélein

Cette section vient de [I], section 3.5. Ce fut historiquement la premiére preuve d’une régularité partielle d’ap-
plications harmoniques. Elle se fait par I’absurde en utilisant le théoréme de Noether.

Théoréme 5.1.1 :

Soit €2 un ouvert d’une variété riemannienne (M, g) de dimension m et u € H'(Q;S™). On suppose g € Ck*

avec k> 0et 0 < a < 1.
Si w est faiblement stationnaire, il existe S C Q fermé de (m — 2)-dimension de Hausdorff nulle telle que

u € CFhagur Q\ S.

On peut supposer que €2 est un ouvert borné de R” muni de la métrique euclidienne. On note H?® la mesure

s-dimensionnelle de Hausdorff.
Dans toute la suite, pour u € H'(Q;S"), z € Q et r > 0 tel que B(z,r) C Q, on note

1
Byr(u) = mfz/ du?
r B(z,r)

Lemme 5.1.2 :
Soit u € H(Q;S™). Pour € > 0, on note S" := ¢ x € Q | sup  Fu.(u) > € 3. Alors H™2(S") = 0.
r>0,B(z,r)CQ
Démonstration. Soit § > 0. On considére un recouvrement de Vitali de S’ : il existe k& points y1, -,y € S’

tels que (B(yi,9))ie1,5] S0it un recouvrement de S” et les B(y;, §/2) soient disjointes. Par conséquent, les B(y;, )
s’intersectent au plus N fois, ot N € N ne dépend que de m. Ainsi,

k
Z/ |du|> < N |dul?
i—=1 7 B(yi,9) ¥

i=1 B(yi,9)

Par définition des y;,
1
Vi € [[Lk]]’ m/ |du|2 > 2
4 B(y:,9)
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Donc pour tout § > 0, ke26™2 < N [, |du|?* et donc H™2(S") est fini, et en particulier H™(S’) = 0. En regardant
plus précisément cette inégalité, on a méme

k
V>0, H™ (U B(y,-,a)> < Cho™ < <cg/ |du|2> 52
i=1 Q

Par convergence dominée, on obtient

ke26m 2 < N |dul?> — 0
kL B(yi,9) 9=0

Et H™=2(S") = 0.

Lemme 5.1.3 : Formule de monotonie

Soit u € H'(Q;S™) faiblement Noether harmonique.
Alors pour tout x € Q et 0 < r <1y tels que B(z,71) C Q, Eyr(u) < Ey oy (w).

Démonstration. On considére x. € C*°(R4;[0,1]) décroissante telle que x. = { é 3222 Fl)’—il—e_joo) et on note,

1 P 2
F.(r):= o LXC (r) |du|*dx

Notons S, le tenseur énergie-impulsion de u. Comme u est faiblement Noether harmonique, le théoréme 2.1.7

donne que S, est de divergence nulle et donc :
2 m—2
) dx + 7/ Xe (8) |du|?dx
2 o) T

0= e e (2) )= 5 [ (5) (-

2 P oul?
Flr) === [ Xt (2)p|5| de<o
(r) o xe\e)r|ay| dos

avec p = |z — xg|,

ou

ov

Donc

€

Donc F, est décroissante et le passage a la limite ¢ — 0 donne le résultat.

Proposition 5.1.4 :

Soit u € H*(2;S") faiblement stationnaire. alors il existe € > 0 et 7 € (0,1) tels que pour tout y € Q, r > 0
tels que B(y,r) C Q, si By, (u) < 2™ 22 alors Ey . (u) < 1B, ,(u).

Démonstration. Par Pabsurde, on suppose qu’il existe une suite de boules (B(zk, 7k))ken incluses dans 2 telles que

)\2
)\126 = Efk,Tk (u) — O’ E:Evark (u) > ?k

k— o0

ou 7 € (0,1) sera choisi plus tard.
On effectue un changement d’échelle : pour z € B(0,1), on note vg(2) := /\—1k(u(sc;€ + rg2) — Ug, 5, ) €t on obtient

1 1
o (u0) :/ \dop2dz = 1, o (vg) = mﬂ/ \dog[2dz > -
B(0,1) T B(0,7) 2

31



De plus, comme (vi)o1 = 0, (vi)ken est bornée dans L2?(B(0,1)) (Poincaré¢). Ainsi (vg)ren est bornée dans
H'(B(0,1)) et quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (vg)ren converge fortement vers v dans
L?(B(0,1); R"*1) et faiblement dans H'(B(0,1); R*+1).

Montrons que Av = 0 dans D'(B(0,1); R™+1).
Soit ¢ € C(B(0,1); R™™1) et posons

Xr — X

Vk € N, Vo € B(zy, 1), o(z) = ¢( )

Tk

L’hypothése u faiblement harmonique donne

/ (du, ) dar — / (dul? {u, éx) do
B(xk,rk)

B(:L’k,’l‘k)

Et le changement de variable x = rpz 4+ x; donne

/ (dvg, d¢) dz = /\k/ |dvr|? (u(xr + 152), §(2)) dz
B(0,1) B(0,1)
On peut passer a la limite & — oo pour obtenir fB(O 1 (dv,d¢) = 0 pour tout ¢, i.e. Av = 0. La formule de

monotonicité donne (Ep1(v) = 1)
1

— / |dv]? < 72
T B(0,7)

On fait le choix 72 < 1/4 et on va obtenir une contradiction. Il suffit donc de montrer que (vy)xen converge fortement
vers v dans H*(B(0, 1)).

Prenons ¢ € C2°(B(0,1)) telle que ¢ = 1 sur B(0, %) et ¢ = 0 sur B(0, £)°. Posons ¢y, := (*(vy —v) € Hj(B(0,1)).
L’hypothése u faiblement harmonique donne en utilisant ¢, comme fonction test :

/ (dvg, d¢) dz = \g / |dvg)? (Uay oy, + AeVk, O1) d2
B(0,1) B(0,1)

Or [p0.1) (dv, é1) dz = 0 donc

/ (d(vr — v),dd) dz = M, / (d0n]? (. + Aevps ) d2
B(0,1) B(0,1)

11 suit que
/ |d(v, —v)|?dz +0(1) < / C?|d(vy, —v)|2dz+2/ ¢{d(vg — ), (v —v)dC) dz
B(0,3) B(0,1) B(0,1)
< [ G+ M) dz
B(0,1)
Or (ug, rp + Ak, dvg) = 0 (car (u,du) = 0) donc les matrices (avec pour tout a,b € R"™! a x b= ab? — baT)
Vi 8vk 2
bk i = (Ugy ry + AUE) X e u(zk + rgz) x @(z) € L*(B(0,1); M, +1(R))

sont bornées dans L? et vérifient

3Uk

‘dvkﬁ|2(u$k,7'k + Apv) = bk,a@

Donc

0 0
)\k/ |dvr|? (g, r, + AkVk, Gk) dz = A / <bk,a€?€a Clog — U)> dz + / <bk,avk€1, Clok, — U)> dz
B(0,1) B(0,1) 0z B(0,1) 0z
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11 suffit de montrer que les deux intégrales sont bornées.
Pour que la seconde intégrale soit bornée, il suffit de montrer que (vx)ren est bornée dans L*(B(0, 1)) :
Prenons zg € B(0, %) et r € (0, ] Posons yx = z + 1120 € B(xk, 77”") La formule de monotonie donne

Eymmqk (u) = 8m72E # (u) < 8m72E3€k,7"k (U) = 8m72>\i

Donc en revenant a v, E,, »(vr) < 8™~2, L’inégalité de Sobolev-Poincaré donne alors

1
vk > 07 m |Uk - (vk)zo,r|dz < C

T B(zo,r)

Comme (vg)gen est bornée dans L2(B(0,1)), I'inégalité de John-Nirenberg donne que (vy)gen est bornée dans
LP(B(0, 1)) pour tout 1 < p < oo :

lvellze(o,2)) < v = (vk)o,z lLe(B0,2)) + 1(Wk)o,z| < C(p) + llvell L2 (B0, 7))

On utilise le cas p = 4.
Pour la premiére intégrale, on note que

""k

bk70¢( ) )\k'

ax TLZ Tk

et le théoréme de Noether donne div(by,.) = 0. Donc (bk)a 9 C”’“)k . est bornée dans H!(R™) et il reste & montrer
€

0z
que ({(vr — v))ken est bornée dans BMO(R™).
Prenons zg € B(0, ) et r € (0, ). Le fait que ¢ soit C* donne

Cr
0 (G0 = )| < o [ s
yEB(zo,r) r B(zo,r)

Donc

IN

1 / Cr
_ |Cvr — (CUk) gy ,r|dz —/ |vg — (Vk) 2o .r|dz + —/ lvg|dz
|B(207r)| B(Zo,’r‘) o ZO 'r o m B(Zo,’r‘)

|vg|dz
B(zo,r)

IN

1

< C+C / |vg|™dz <C
B(0,%)

De méme lorsque zo ¢ B(0, I) (¢ s’annule). On obtient la borne voulue, I'inégalité voulue, la convergence voulue et
la contradiction voulue. O
Lemme 5.1.5 :

Avec les notations précédentes, pour tout y € 2, r > 0 tels que B(y,r) C Q, si B, ,(u) < 2™ %€, alors pour
tout p € (0,r),

9 log 2

P\ Togr
Eyp(u) < Tm—2 (;) ’ Ey . (u)
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Démonstration. On itére I'inégalité obtenue précédemment pour trouver
1
VpEN, Eyrer(u) < 27,Ey,r(u)
Si 0 < p < r, il existe un unique p € N tel que 771 < p < 7Pr et alors la formule de monotonie donne

1 1
Eyp(u) < mEy,rpv'(u) < By y,r ()

Pour ce choix de p, on a

1 2 (p) 122

2p7—m—2 — Tm—?

r
O
En particulier sous les hypothéses du lemme précédent, pour ¢ € [1, 2] et o := — iggz >0,
1 g
ey [u—uy,p|?de < C (B) Eyr(u)
P JB(y.p) "

Fixons un point yo € Q et deux rayons ro > 71 > 0 tel que B(yo,70) C Q et By, ., (u) < 2™ 22 Alors pour tout
z € B(yo,r1) et p > 0 vérifiant B(z, p) C B(yo,71), il existe r > max(™5™, p) tel que B(z,7) C B(yo,70), on a
7

1 aq Bz (1) u) | Z € B(yo,r1),7 > "5 }

= _ q <
[u = uzp|" < Cp B(%.7) C B(yo, r0)

P™ JB(z.p) red

1"0“1

< Cp*sup {

Ceci étant vrai pour tout B(z, p) C B(yo, o), on obtient que u est a-holderienne sur B(yo,7o)-

5.2 Preuve de Riviére

Cette section vient de [2], chapitre 7. Il s’agit d’une preuve directe qui se généralise bien pour montrer la
conjecture de Hildebrandt.
On considére u € H'(B?;S") faiblement harmonique : —Au = |du|*>u dans D’(D?) (D? : boule unité de R?). Le
théoréme de Noether donne div(u!Vu/ — u?Vu?) = 0 et le lemme de Poincaré dit qu'’il existe b € H(D?* R"*1)
tel que V40 = 4iVu/ — u/Vu'. L’équation se réécrit
S , . - S . 3 ul?
—Au* =u' Vol -Vl = V4 .Vl + Vit - Vud) = Vb .Vl +Vul - v il
2 2. + ) =2 + ;
J J
Et on arrive au systéme
- i .
—Aut =5, Vbt Y
Vb = uiVul — w V'
On remarque que le membre de droite dans I’équation ci-dessus est un jacobien, on va donc chercher a se ramener
4 une équation permettant d’utiliser l'inégalité de Wente : on effectue une décomposition de Hodge sur le bon

domaine.
Fixons €y > 0 et prenons % > p > 0 tel que

1
Wre o) e B0,y [ jaP <
2 B(p.1)

Soit 7 < po et décomposons u = ¢ + v dans B(p,r) avec

—A¢t = > V4ibi - Vu/  dans B(p,r) —Av =0 dans B(p,r)
p=0 sur OB(p,r) v=1u sur 0B(p,r)

Par I'inégalité de Wente, ¢ est continue, et

6]l L. (B(pry) < ClldullLa(s e bl 2By < ClldulZa s < CeolldullLa s,
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Lemme 5.2.1 :

Comme v est harmonique, p — p~2 [ Blp.p) |dv|? est croissante.

Démonstration. On dérive

d 1 2 1 d P .
— —2/ |dv|? - |dv|? + = — (// |dv(p+rew)|2rdrd0>
dp \ P* JB@p.p) P” JB(p.p) p*dp \Jst Jo

2

1
= —*3 ‘dv|2+7/ |d’U|2
P” JB(p,p) P~ JoB(p,p)

Or comme v est harmonique, on a, avec v, , la moyenne de v sur B(p, p) :

ov
0= [ weunso==[ P [ (weu,,)g
B(p,p) B(p,p) 0B(p.p) v
Donc
l/ \dv|2:/ U_Up,p@g V= Yy v
P JB@m.p) 0B P OV P lz2@Be.m 197|208,
L’inégalité de Wirtinger donne H% OB H%% 0B < ||dvl| 298 (p,p)) €t de plus, si I'on note

p = (z,,y,) € R? alors

0 = [ o= ,)(000) + (- 1,)(0,0)] - Av dady
B(p,p)

2

- / V(@ — 2,)(00) + (y — 4)(B,0)] - Vo dady + / Ov
B(p,p)

o|20
oB(pp) |0V
d 2
_ —/ |dv2+(z—p)-V<v|)dz+/ o2
B(p,p) 2 oB(p.p) OV

2
2 2 a
= —/ |V11\2—div(z—p)M dz—/ pM-i-/ pl
B(p.p) 2 OB(pp) 2 0B(p.p) |0V

On obtient 'identité de Pohozaev :
/ Vo|? = 2/
9B(p,p) 9B (p,p)

Si 'on injecte ceci dans l’estimation précédente, on trouve

1 1
S kg jaep
P JB(p,p) 2 JoB(.p)

Et le résultat suit. O

1
/ duf? f/ dof?
B(p,%) 4 B(p,r)

12

2

ov |?

ov

Par conséquent

IN

Il suit

3
/ |Vul? :/ (Vo> + Vv - Vo +|Ve|*) < f/
B(p,5) B(p.3) 2B

3 3
OW%+Wmﬂsf/ ww+f/ VP
8 B(p,r) 2 B(p,r)

(»,%)
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Or comme ¢ = 0 sur 9B(p,r) et que Av =0 dans B(p,r), on a

/ Vv-Vo =0
B(p,r)

Donc fB(p,r) |Vul? = fB(p,r) (IVv]? + [V¢[?) et

3 9 3 9
Vi< 2 [ upag [ [96P < SIVultaeg + gCl Vel
/B(%g) ) B(pir) ) B(pir) ) (Bpr) g (B(p,r))
Si I’on choisit €5 > 0 de sorte que % + %60 < %, i.e. g < (3C)~1, on trouve

3
HdU”%z(B(p,g)) < EHdu”%z(B(p,T))

et donc il existe a > 0 tel que pour tout 0 < r < p

r «
ldullz2(B(0,r)) < (p) [dullL2(B(0,1))

Donc
sup r_a/ |du|? < 400
r€(0,3),p€B(0,3) B(p.r)

Et u € C%%(B(0,1)). En injectant ceci dans le systéme initial, on arrive a

sup r*"‘/ |Au| < 400
7€(0,3),p€B(0,3) B(p,r)

1 dans B(0,3/8) on pose 1 1= xu € C’g’%(RQ)

Maintenant si 'on considére y € C2°(R?; [0, 1]) telle que x = { 0 dans B(0.1/2)

(¢ = u dans B(0, 1)). Par conséquent, si z € B(0,1), on a

u@) =v(z) = | K@-y)avly) dy
Et donc
1 c
dula)| = | [ dK(e—5)Ade) dy] < Oox (g pldu) + [ july+ 290 Vi) dy
R2 || B(0,3)e |z — g

Et on obtient .

1
- <
VpEB(0,4), [Vu(p)] _O[m|

* (Lpgo, ) |Au)(p) + vl a0, 1))

Ceci montre qu'il existe ¢ > 1 tel que u € W4(B(0, 1)). Par conséquent b € W4(B(0, 1)) et —Au € L1(B(0, 1))

donc u € W4(B(0, 1)),... L’argument de boostrap donne u € C*°(B(0, §)).
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Chapitre 6

Applications harmoniques sans symétries

6.1 Retrouver des symétries : le tore

Cette section vient de [1]], chapitre 4.
On se place maintenant dans le cas général ou la variété d’arrivée N ne posséde pas de symeétrie, i.e. on ne peut pas
appliquer le théoréme de Noether. Le probléme est qu’a priori, on ne peut plus récrire I’équation des applications
harmoniques comme une loi de conservation (la divergence d’une quantité est nulle).
En fait, cela vient du choix de coordonnées. Exprimée dans des coordonnées arbitraires, on ne peut pas faire grand
chose de I'équation des applications harmoniques. Mais si I’on choisit de bonnes coordonnées, on peut exprimer le
systéme de maniére plus agréable.
Pour cela, on utilise le fait que I'on posséde un repére orthonormé global de N, ce qui est faux de maniére générale
(ex : la sphere). L’idée est de plonger A/ dans une variété N plus grosse qui posséde une telle base. L’exemple facile
de variété possédant un repére global est le tore. On va donc plonger A de maniére isométrique dans un tore de
grande dimension, par le biais du théoréme de plongement de Nash.

Lemme 6.1.1 :

Soit NV une sous-variété compacte C* (k > 4) de dimension n sans bords plongée dans RV,
Il existe N une sous-variété de dimension N plongée de manére C*~! dans RY par une application J : N' — N
telle que

o J: (N, (., )gn) = N, (., )gx) est un plongement isométrique

o N est difféomorphe au tore TV

e Pour toute variété (M, g) de dimension m > 1, pour tout ouvert Q C M et toute application u €
HY(Q;N), si u est faiblement harmonique, alors J o u : Q — A également.

Démonstration. Comme N est compact, il existe un cube CN C RN contenant N. En identifiant les faces opposées
de CN, on obtient un tore de dimension N : TV. Considérons la métrique euclidienne sur T?. Nous considérerons
indifféeremment A/ comme une sous-variété de RY, CV ou TV. Pour 6 > 0, on pose

VasN == {z € CN | d(z,N) < 26}
Pour ¢ assez petit, il existe une projection P : VosN' — N de classe C*. Pour y € N, on pose

Dy = {z € VasN' | P(2) = y}
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D, est homéomorphe a un disque de dimension N —n et coup N de maniére transverse. On définit alors la projection

TZ(CN) ~RN TZ(DP(Z))

V2 € Vs, Vz: £ — partie verticale de £ dans la fibration P

On note alors que V dépend de z de maniére C*~!. Définissons maintenant une métrique hg sur Vos A de classe
C*=1 par

Vz € V25Na Vfﬂ? € TZ(CN)v hO(Z)(£777) = <Vt3(§)a Vz(n)>RN + <dPZ(€)7 dPZ(n)>R”
Prenons x € C°(VasN;[0,1]) égale a 1 sur Vs, on pose alors h := xho + (1 — x) (., .)g~y €t h définit une métrique
de classe C*~1 qui coincide avec hy sur VsA et avec la métrique euclidienne en dehors de VaosA.
Comme k > 4 et h est C*~! le théoréme de Nash-Moser permet de plonger isométriquement (T™V,h) dans un

certain (RN, (-, )p~) par un plongement J de classe C*~1.
Posons N := J(TY) et notons
ViN = {z ¢ RV | d(z,N') < 6}

le voisinage tubulaire de N.On suppose § > 0 suffisamment petit pour pouvoir définir une projection P: ‘A/(;J\A/ — .
On pose A

ViN = {z € RN | d(z, J(N)) < 8}
et on suppose 5 > 0 assez petit pour que VSN NN cJ (VsN). Comme J est un plongement, on peut définir son
inverse K : VSNHN — V5N (de classe CF~1).
Considérons u € H'(Q; ) faiblement, harmonique et posons v = J ou € H' (€ N).
Soit ¢ € H} (O RN) N L (£ RN). Pour t assez petit, on note w; := K o 15(1) +tg). Le fait que K soit une isométrie
donne
1/Qg‘c“ﬁ <8a(P(v +t9)), ds(P(v + t¢))>RN dvol, = %/ 9°° hy, (Dawy, By )dvol,,

2 o
On pose 1, := 01 ag;;p (v + stp)¢? ds de sorte que wy = u + tyy. Comme K o P est de classe C*~1 et k > 4, 1), est
bornée dans H*'. Notons V,,, = V,, +t3V; ou 0V, := 01 av‘gzitw‘ i ds est bornée dans L>(Q). Comme V,,(0,u) = 0,
on a

Vi, (Oaw;) = (Vi + t6V3) (Ot + tDathr)

= t[6Vi(0at) + Viu(Oatht) + t6Vi(Dath)]
Donc
/ 9°? (Vi (0at), Vip, (951u)) v dvoly = O(¢?)
Donc !
: /Q 0 (0a(P(v + 10)), 05(P (0 + 10)))__ dvol, = ¢ /Q %8 (D (P(u+ t1)), 3 (Pt + 1)) e dvoly + O(£2)

Comme u est faiblement harmonique, la dérivée en t = 0 du membre de droite vaut 0 et v est harmonique. O

Par conséquent, on peut supposer que la variété d’arrivée est un tore T" munit d’une métrique h, a priori non
euclidienne, que 1’on plonge de maniére isométrique dans RY. En particulier, TT" posséde un repére orthonormé
lisse global € = (€;)1<i<n. Si u € H'(D?* T") est faiblement harmonique, on considére P'application é := eou €
H(D?%* (RN)™). On définit pour R € H*(D?; SO,,(R)) Papplication

VzeD?, e(z) = &(2)R(2) = (&(2)R](2))1<i<n
et on associe ’énergie
F(R) ::/ Z (<8xea,eb>2+ <6yea,eb>2> dx :/ leTde|? dx
D? 1<q.b<n D?

On note F le fibré des repéres orthonormées sur T". On note u*F sont pull-back par u : le fibré sur Q dont la
fibre au-dessus d’un point z € {2 est 'ensemble des bases orthonormées de T, T".
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Lemme 6.1.2 :

On suppose que N™ est plongé de maniére C? dans RV et posséde un repére orthonormé global lisse de son
espace tangent. Soit (M, g) une variété riemannienne et Q@ C M un ouvert. Soit u € H'(Q;N™) et & une
section de u*F d’énergie finie. Alors il existe un repére e minimisant F', appelée repére de Coulomb, sur €2
telle que, si ’on note n la normal & 0f,

9o (9*P+/det g (dpeaq,ep)) =0 dans Q
Ya,b € [1,n], { n® (Dnea, ) = 0 sur 0N}

De plus, il existe C' > 0 qui dépend uniquement de N telle que
le"del| 720y < €7 del 72y, IldellF2iq) < lle" dell7z(q) + Clldull7z(q)

Dans le cas ot € est de la forme éou oil € est une section C* de F, ceci se réécrit ||deH%2(Q) < C(N)|\du\|%2(m.

Démonstration. Soit (Ri)ken une suite dans H'(Q; SO, (R)) minimisant F et on pose e := eRy. Alors
lef dex|” = |ede|” + 2 (e"de,dRy R ) + |[dR, R} |* > (|e” de| — |dRx R} |)*

Donc (dRy,)ren est bornée dans L2(€2) ((Rg)x minimise F donc (el de)y est bornée dans L?(€2)). Par conséquent,
quitte a extraire, (Ry)ren converge fortement dans L2, faiblement dans H' et presque partout vers un certain
R e HY(Q; SO, (R)).

Par convergence dominée, (7 deRy,)ren converge vers €l deR dans L? et donc

/Q (e"de,dR R ) dvol, — Q<éTdé, dRR™) dvol,
De plus,
lim inf / |dRy, R} |*dvol, > / |dRRT|?dvol,

Donc limg oo FI(Rg) > F(R) et R est un minimiseur de F'.
Regardons ’équation d’Euler-Lagrange associée : soit ¢ € C*°(; so,,) une fonction test et € > 0 proche de 0. Notons

Re(x) := expp(y)(€d()) = R(z)(In + €p(z) + 0(€)) et ec(r) 1= &(z)Re(x) = e(x)(In + ed(x) + o(€))
Alors
el'de. = eTde + e(dp — pe’ de) + o(e)
Par conséquent,

/ <ere7 do — ¢ere> dvol, =0
Q

Comme ¢ est anti-symétrique, <ere, ¢ere> = 0 et en intégrant par parties :

_ poe\ o
0= /é)ﬂ <¢7 c 3n>d0 /Q <¢7d1Vg(€ d€)> dvolg

En prenant ¢ a support compact, on trouve la premiére équation. En prenant ¢ & support de plus en plus proche
de 092, on trouve la seconde équation.

Passons aux estimations. La premiére est une conséquence directe de la minimisation de F'. On en déduit la seconde :
On note P la projection orthogonale sur TN et P+ = idgn — P. Par hypothése, P et P sont de classe C! et

n

ldell 2y =D (IIP(U)(dea)I\i2(Q) + HPL(U)(dea)HQLQ(Q)) = [le"de|| o) + D 1P (w)(dea) [72(q)

a=1 a=1
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Or d(P*(u)(eq)) = 0 donc

ldell 2 () = lle"del|Za gy + D 1P (W) (ea)l|F2 () < €T delZaq) + 1P llwroe (o) lldull 2o

a=1
O

Dans la suite de la section, pour une fonction f : 2 — R ot 2 est un ouvert d’une variété M™ on considérera
momentanément la norme (& ne pas confondre avec celle de la norme de Lorentz L(2>™~2)) :

1
I Zem-2(e) = sup - / |fI?
L S B(z,r)CQ rm=2 B(z,r)

Si une certaine énergie est petite, on peut controler un peu plus précisément 1’énergie de la jauge de Coulomb :

Lemme 6.1.3 :

Soit N'™ une variété compacte plongée de maniére C? dans RV et posséde un repére orthonormé global €. Soit
(M, g) une variété riemannienne et Q C M un ouvert. Soit u € H'(Q;N). Il existe v = yo(m, ) > 0 telle

que si
1 2
sup — |dul” | <o
B(z,r)ycQ \ T B(z,r)

alors on peut construire une section harmonique de u*F d’énergie finie.

Démonstration. Dans le cas ot u € C%(; N)NH! (Q; M) on pose € := eou et on peut appliquer le lemme précédent :
il existe R € H'(Q; S0, (R)) minimisant F. Alors e := R est une base de Coulomb vérifiant la loi de conservation
du lemme précédent. En particulier, on peut appliquer le lemme de Poincaré et pour tout a,b € [1,n], il existe
Ab € H'(Q; A®R) tel que

(SAb (deq, ep)

Par suite,

—AAb = d((deq, ep)) Zde A def

Ecrivons A% = 37 _5(Ab)apdz™ A dzP. Soit B(x,r) C Q. Alors :
N
|dAb)2 = / (del A dey, AL
/B(m,r) ¢ Z B(z,r) “ ’ >
S ek b

a<f k=1 B(z,r)

IN

Ci(m, N)|\deallr2(Bm)lldes]| 22 (B 1AL BArO(B @)
< ClHdeH%z(B(x,r))HdA||L2*m_2(B(JJJ'))

En multipliant par 72~ puis en prenant le supremum sur les B(z,) C €, on obtient ||dA||f2,m-2(q) < C1 Hde||2LQ,m,2(Q).
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Comme |de|? < |eTde|? + C|dul? :

1 1
m_2/ e < L / \dA|2+Cg/ \dul?
r B(z,r) r B(z,r) B(z,r)
o 9 Cy / 9
< —||d A — d
< el pem AlBromen) + 5 BW)\ ul
Cl 2 02 / 2
< 1 |d dA| p2m—2(5 (s r d
= rm_2|| 6HL2(B(:5,T))|| | L2m—2(B(a,r) + =2 B(W)| ul
Cl

< m”d@\\%zw(z,r))||d€||2Lz,m72(Q) + C2Hdu\|%2nn72(sz)

En supposant que, pour un certain v > 0,

1
sup m/ |dul® | <~
B(z,r)cQ \ T B(z,r)

Puis en posant ¢ = ||del|3 2,2, on obtient I'inégalité
P(t) = Cth —t+02’)/20

Le discriminant de P est 1 — 4C1Cyy. Dans le cas ot v < (4C1Cs)~!, P prend des valeurs négatives entre deux
racines @ < B et t € [0,a] U[B,00). De plus P(1/(2C1)) < 0 donc (2C1)~* € (a,f8) et est indépendant de wu.
Montrons que t < (2C;)~ 1.

Pour cela, pour tout r € (0,1], on considére e, associé & la matrice R, € H(B(0,7); SO, (R)) minimisant la
fonctionnelle F,.(R) = r2~™ fB(O’T) leT'de|?dvol, et on va montrer que g : (r = 127 lef der |72 oy = inf F,,> est

continue, valant 0 en 0.

Montrons que g est I'infimum de fonctions lipschitziennes. Pour r > 0, on a

. 1
inf 5
REHY(B,;SOyN) T
. 1
inf 5
REHY(B,;SON) T

o(r) = /B lerd(er)

/ |(eR)"d(eR)[*(rz)r"dz
B,

= inf / |R(rz)"e(rz)" [rde(rz)R(rz) + é(rz)d(R(r-))(2)] |2 dz
B1

REHl(BT;SON)

R(2)Te(r2)T [rdé(m)fz(z) + é(rz)dR(z)} ‘2 dz

= inf /
ReH'(B1;SON) J B,

car l'application R +— R(r-) est une bijection de H'(B,) — H'(B;)

Or comme u est C2, € est C? donc pour tout R € H'(B;; SOx), I'application

T R(z)Te(rz)" [rdé(rz)é(z) + é(rz)dé(z)] ’2 dz

.
est lipschitzienne. Donc g est continue et

1

Tm72

0< gr) < Follw) = g [ [€7de < Bafrdel —0
B T

T
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Donc g(0) = 0 et par conséquent g(1) < a. et

1 / ) 1
sup — |de|]® | < —-
B(z,r)CO (Tm > JB@m > 2Ch

Maintenant, dans le cas ot u € H'(D?; N), on approche u par une suite (uy)x de fonctions réguliéres et la borne
précédemment trouvée permet de montrer que la suite de repéres de Coulomb donnée par les uy est bornée dans
H' et donc on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans H'! et fortement convergente dans L?
vers une section de u*F qui est harmonique et d’énergie finie.

O
On obtient de meilleurs estimations :

Lemme 6.1.4 :

Soit N une variété riemannienne compacte sans bord plongée de maniére C? dans RY. Soit €2 un ouvert d’une
variété riemannienne M, u € H*(£; N) et e un repére de Coulomb, i.e. une section de u*F satisfaisant la loi
de conservation du lemme 6.1.3. Alors

e Dans le casm =2 et Q= D?: elde € L2V (D?) et il existe C > 0 telle que
le? dell Lz 2y < Clldel T2 (pe)
Dans le cas ol e est obtenue par minimisation dans 'orbite de jauge d’une base € = eou, on a I'estimation

||ere||L<2.1>(D2) < CHduH%P(D?)

e Dans le cas quelconque :

1 1
sup — / leTdel* | <C  sup — / |del?
B(z,r)cQ \ " B(zx,r) B(z,r)cQ \ " B(zx,r)

Dans le cas oil e est obtenue par minimisation dans ’orbite de jauge d’une base € = eou, on a ’estimation

1 1
sup — / lefdel?> | <C  sup — / |dul|?
B(z,r)cQ \ T B(z,r) B(z,r)cQ \ T B(z,r)

Démonstration. Premier cas : Inégalité de Wente appliqué a I’équation de A donnée dans la preuve précédente.
Deuxiéme cas : On reprend 'estimation de A dans le lemme précédent :

e dell =2 < 1dA] 2m-2(@y < Callde]3am—2(a)

Si e est obtenue par minimisation dans l'orbite de jauge d’une base € = eow :
Soit B(z,r) C ©. On note P la projection orthogonale sur TN. Comme |de|? < |eT de|? + C|dul? :

el Fom-20y < lleTdel[Fom-2(q) + ClldulF2m-2(q
< [le"del2zm-2(q) + Clldull72m—2(q)
< (lellfyreo + O)ldullfem—2(q
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6.2 Preuve de Hélein

Cette section vient de [I, chapitre 4.

6.2.1 Cas ou M est une surface

Théoréme 6.2.1 :

Soit N une variété riemannienne C? sans bord, (M, g) une surface riemannienne et u € H'(M;N).
Si u est faiblement harmonique alors u est de classe C1®.
De plus, si N est plongé dans RV de maniére CH® pour un certain [ > 2, alors u est aussi CH®.

On applique le lemme 6.1.3 : on choisit une boule B? de sorte que ||dul|3, (B2) < 70 et on obtient une base de
Coulomb e pour u. Pour a,b € [1,n], posons

a® = (0zu,eq) — i (Oyu, ep), wy = <aae_b,ea>
z

En écrivant du = >'_, (du, e,) e, les relations

d>u=0
{ d(*du) = d((Oyu)dy — (0zu)dz) = (Au)dz AN dy L TN

se réécrivent da® = wiab. On remarque que o € L?(B?;C") et que w € L*Y(B2; 50, ® C) (lemme 6.1.
Pour tout zy € B? on choisit une boule B2 centrée en z; telle que ”w\BEO lpcen < ﬁ
On pose 7 := wlpz (définit sur C) et on définit 'opérateur

(e . S [AB®) [ w@BE)
VB e L*(C; M, (C)), Vze C, T(B)(2): /Cw(z—v)d /B30 7T(z_v)al

1

Alors T' est la composition de la convolution avec — (noyau de 0) et de la multiplication par 7. Donc

1 1
Tz - < ”E”L@W)”W”L(?’U <3

En particulier, '’équation 8 — T(8) = I,, posséde une unique solution 8 € L (C; M,,(C)) et vérifie

[SVRN )

18 = InllLoeB2,) <
Donc f est & valeurs dans GL,(C) et vérifie 08 = w3 dans BZ . On obtient dans
B(B a) = A~ (w — w)a = 0
Donc B~ 'a est holomorphe sur BEO et en particulier « € L7° | i.e. u localement lipschitz.

loc?
L’équation
—Au = A(u)(Vu, Vu)

donne alors que Au € L2 et donc u € C12.

6.2.2 Cas quelconque
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Théoréme 6.2.2 :

Soit € un ouvert d’une variété riemannienne (M, g) de dimension m et N une sous-variété riemannienne
compacte plongée isométriquement de maniére C° dans (RY,(.,.)px). On suppose g de classe C%“. Soit
u € HY(Q;N) faiblement stationnaire.

Il existe S C Q un fermé dont la (m — 2)¢™¢ dimension de Hausdorff est nulle et tel que u € C*(Q\ S;N).

Remarque : Dans le cas ou il est possible de construire une base orthonormée lisse globale sur N, on peut
supposer A seulement de classe C2 pour que le résultat soit valide.

On peut supposer que €2 est un ouvert de R™ et on note

1 1
VB(z,7) CQ, Ep(du):=—F / |dul*dz, M, ,(u) := sup 7/ |du]
(S ) Bly.p)CB(.r) P JB(y.p)

L’inégalité de Poincaré donne que My, (u) controle ||ul|garo(B(zo,r)) €t Cauchy-Schwarz donne que My, -(u) et
controlé par E, o (u) :

Mgy r(u) < sup Cy/Ey, p(du) < C\/Ex or(du) < 400
0<p<r
Théoréme 6.2.3 :

Sous les hypothéses précédentes, il existe € > 0, 0 € (0,1) et 7 < = tels que si B(y,2r) C Q avec r < 1 et
Ey or(u) < 227™€? alors My, . (u) < M, ,(u).

Démonstration. Prenons y € Q et 7 > 0 tels que B(y,2r) C Q et E, o,(u) < 227™€% La formule de monotonicité
dit que
VB(z,p) C B(y,7), E.,(u) < Ey.(u) <2"?E, . (u) < €

Le but est d’estimer M, --(u) par M, ,(u) (pour 7 bien choisi). En particulier, il suffit de le faire pour tout (z, p)
tel que B(z,7p) C B(y,r) (car alors B(z,p) C B(y,r) et M ,(u) < M, (u)).

La partie sur le tore (lemme 6.1, on peut construire un repére de Coulomb e qui soit une section de u*F sur
B(z, p) telle que (p <r < 1)

/ |de|2 < sup E,, (de) <C sup E, -(du)
B(z,p) B(z,r)CB(z,p) B(z,r)CB(z,p)

On utilise la décomposition de Hodge de la 1-forme

¢ = (d[C(u = uz )], €a)

ou ¢ € C(R™) dont le support est inclus dans B(z, %), vaut 1 sur B(z, %) et dont le gradient est controlé par
p~ L. On obtient
(d[C(u —uz )], €q) = dw® + 6v®

et donc —Aw® = = 3" | 0,¢% sur R™ et en particulier, dans B(z, §),

—Aw?® = Za (Oatty €q) = i Oally, Oneq) = Z (Oatty €p) (On€a, €p)
a=1

(a,b)€[1,m] % [1,n]
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En particulier, le fait que e soit une base de Coulomb s’écrit ¢ (de,, ep) = 0 pour tout a,b € [1,n]. Donc il existe
une 2-forme A% € WH2(B(z, p); A2R™) telle que (dey,ep) = —6A% et de méme que dans le lemme 6.1 il existe
C > 0 dépendant uniquement de N telle que

/ |dA|? < sup E,.(dA) < C sup E, s(du)
B(z,p) B(z,r)CB(z,p) B(y,s)CB(z:p)

Notons A% = (A%),sdz™ A dzP. Alors

Ab
(deg, ep) = 76(6;(10‘5 dx?

Et par suite, en notant {f,g}*" = {f,g}as = (0af)(959) — (9a9)(9s]);

o_ [ OA)sa Bu o
ae :‘< o e @) = ({0 (A0)as}*, e0)

De méme, on obtient une équation elliptique pour v* : on applique 'opérateur d & la décomposition de Hodge pour
obtenir
—Avggdz® A daP = —Ayv? = d (eq, d[C(u — Uz p)]) = {eq, ((u —uz p) bapdz™ A da?

On décompose w® sur B(z, §) en w® = w§ + wf ot Aw§ = 0 sur B(z, §) et w§ = 0 sur 0B(z, §). Il suit que

- p
du| < C dw?| + |dw? Aol B(z,°?
|du| < ; ‘w0‘+|w1|+§| Vasl sur B(z, 5)

L’équation suivie par v 4 ci-dessus ainsi que le lemme 4.3E| donnent

/ |dvgﬁ|2 = / {ea, C(u — Uz,p)}aﬂvgﬁ < CHdUZBHLz(Rm) d€a||L2(B(z,p))||C(u - Uz,p)”BMo(Rm)
B(z:p) B(z,p)

Mais I'estimation de la décomposition de Hodge sur les 1-formes donne

[ tataP <0 [ et = s I < Cldulagpp

Par le lemme 6.1 on controle également ||deq||z2(p(=,p))- Pour estimer ||C(u — u. )| Bpo@®m), on utilise la méme
méthode que dans la proposition 5.1[4] pour obtenir

1C(u = uz p)ll Brro@my < CM; ,(u)

Ainsi, comme ||du||2L2(B(z7p)) = p"2E, ,(u) < p™ %€ par choix de (z, p),

/R dut < Cp 2 M, ()

Et donc Cauchy-Schwarz donne
1

pmfl

[l < car
B(z,p)

Passons & w{. On sait que

)

{ —Aw§ = ({u, (A%)ap}*?,e,) dans Bz, )

w§ =0 sur 0B(z,

(SRR Y

En particulier, pour tout 1) € C°(B(z, §)),

[ s = [ (s} ven)
B(z,%)

B(z,%)
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Probléme : a priori wéey, n’est pas dans H! (w§ n’est pas forcément L>°). On considére donc 1 la solution de
. Vw!
—Ay = div (W) dans B(z, §)
=0 sur R™ \ B(z, §)

Comme % est uniformément borné dans L°°, on trouve que ¥ € ﬂ1<q<oo WL4(R™) et en particulier, 1) €
L*°(R™) N HY(R™) avec les estimations
[l < Cp, a2 < Cp%
Par suite, 1e, est dans H*(R™) (en étendant par 0 en dehors de B(r, 5)) et
m

m—2 m
1d(ben)l|L2@m) < [[bllLe [l des]|L2(Bzp)) + 1]z < Cpep =~ + Cp= < Cp

Ainsi,
[ i) = [0 wep), €08}, ) < O e ot 4L sl ool

Les estimations précédentes donnent

/ [Vw| :/ w‘fdiv( Vw(ll ) :/ (dwi, dy) < C’epmflem(u)
B(z.%) B(2,2) [Vwi| B(2,2)

’2

Pour wg, on a
|[dwg| < |dw| + [dw?| < |dwi| + C(|dul + [dvgs|)

Donc en intégrant,
1
g [ ] < O )
5

Or w§ est harmonique donc pour tout 7 € (0, %), on a

1

P ve— |dwg| < CTM: p(u)
(Tp)m ! /B(z,rp) 0 ?

On a donc estimé tous les termes et on obtient

1

— dul < Cle +1)M, ,(u)
(Tp)mil /B(z,rp) | | ) P(

Pour € et T assez petit,
1

(tp)m-1 /B( ) ldul < 6M,. ()
2, TP

ie. My r(u) < OM, (u). O

VB(z,7p) C B(y,r),

Théoréme 6.2.4 :

Avec les hypothéses précédentes, il existe € > 0 tel que pour tout z € Q et R > 0, si E, 4r(du) < €? alors u
est holderienne au voisinage de x.
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Démonstration. Soit © € Q et R > 0 tel que B(z,4R) C Q et E, 4g(u) < €. Alors pour tout y € B(z,2R),
B(y,2R) C Q et
Eyor(du) < 2™ ?E, 4p(du) < 2™ %

Donc pour r € (0, R), Ey 2, (du) < E,op(du) < 2™ 2¢2. Par conséquent, il existe 6 € (0,1) et 7 € (0, 3) tels que
Vre (0,R), Myr(u) <My, (u)

Par suite,
log @

1 T\ Tog +
Vr S (O,R), My,r(u) S 5 (E) Mva(u)

En particulier,

log 6
1

T log 7
e /B( )|d“\ <C (ﬁ) My, g (u)
y,r

Et l'inégalité de Poincaré donne

1

1 “ log
Yy € B(x,2R), Vr € (0,R), Vq € {1, m] , (m/ |u — qu> < Cries
" JBy.r)

m—1
i.e. u est de classe C%%e+ dans B(z,2R). O

6.3 Preuve de Riviére
Cette section vient de [2].

6.3.1 Applications harmoniques

Comme vu précédemment, on peut se limiter au cas oil u est & valeurs dans un tore. Par soucis de simplicité en
utilisant la section on considérera que A est diffeomorphe & un tore T? (de dimension 2), que I'on plonge de
maniére isométrique dans un RY. Soit u € H'(D?; T?) vérifiant faiblement Au + A(u)(Vu, Vu) = 0.

On considére € = (€1, €2) une base réguliére globale orthonormée de T? et on pose é = € o u. On considére I'énergie

inf 2 dad
1[1€H11rzD2;R) /D2 [(Vez,e1) |7 dudy

ott ey (z,y) +iea(x,y) = V@Y (& (x,y) + éx(x,y)). Ce probléme variationnel est bien posé car
| (Veg,e1) > = |V + (€1, Vér) |

et donc il existe un unique (la fonctionnelle que I'on cherche a& minimiser est strictement convexe et coercive)
minimiseur 1 vérifiant

0= le(Vﬂ) + <él, Vé2>) = diV(<€17 Veg>)
Par conséquent, il existe ¢ € H'(D?;R) tel que (e1, Ves) = V16 et ¢ vérifie

N

—A¢ = (Ver, Vter) = [(0y61)(Du3) — (9y€3) (Dued)]

J=1

On note que ’hypothése v harmonique s’écrit (Au, e1) = (Au,es) = 0 et ceci se réécrit

div({e1, Vu)) = — (Vea, e1) - (€2, Vu)
div({e2, Vu)) = (Vea,e1) - {e1, Vu)
rot({e1, Vu)) = — (V'tea, 1) - (€2, Vu)
rot({ez, Vu)) = (V4tes, e1) - (e1, Vu)
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On effectue alors la décomposition de Hodge de (e;, Vu) :
Vi {1,2}, (e;,Vu)=VC;+V*tD;
On note W = (C4, Cy, Dy, D2) € H'(D?* R?) et on obtient le systéme
—AW =Q-VW
(se lie —AW* = Q% - VW) o
0 -Vite 0 Vo
Vig 0 Vo 0

0 Vo 0 -Vig
V¢ 0  Vie 0

Q= e LY (D% My (R) ® A'R?)

Théoréme 6.3.1 :
Soit Q € LV (D% M, (R) ® A'R?) et W € WH2(D?; R™) une solution de
—AW =Q-VW

Alors il existe p > 2 tel que W € WP(B(0, %)), en particulier, W est holderienne.

Démonstration. Fixons €y > 0 et prenons py > 0 tel que

1
Vr e (0,[)0), Vp € B(O, 5), ”QHL@J)(B(p,r)) < €
Soit r < po et p € B(0,1). On introduit la décomposition W = ® + V avec

AD=Q-VW dans B(p,r) AV =0 dans B(p,r)
d=0 sur OB(p,r) V=W surdB(p,r)

En notant K la fonction de Green du Laplacien, 'inégalité de Young donne

V@l (Bpry) S IVE L[| VIV < Co /B( )|Q VW[ < Coeo | VW || Lz.00) (B(p,r))
p,r

Comme V' est harmonique, pour tout ¢ € (0,1), le lemme 4.1.5 donne
HVVH%(zoo)(B(p,ns)) < 0152HVVH2L<2,00)(B(1,,T))

Il suit

N

IVW e mprey < Cocol VW Lo s + C10°IVV I Le 5epar)
Coeo| VWl Lo (B(pry) T C10% (IVW | 2o (B(pry) + VRl L2eoo) (B(pr)) )

IN

IN

1
(0060 + 0162 (1 + 0060)) HVWHL(ZOO)(B(p,r)) < §HVW||L(2v°°)(B(p,r))
pour €9 > 0 et & > 0 assez petits. Ainsi il existe 2 > a > 0 tel que

sup TN VW Lo (Bp,ry) < +00
peEB(0,1),0<r<3
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Et donc
sup r= Q- VW L1(Bp,ry) < +00
peEB(0,1),0<r<3

Comme en fin de section [5.2} on conclut que pour

1 1
Vpe B (0,4) VW) < C | (Lo |AWDE) +1
Donc le lemme 4.3.3 permet d’en déduire AW € LP pour un certain p > 1, et on conclut par un argument de
bootstrap. 0

6.3.2 Conjecture de Heinz-Hildebrandt

On cherche & généraliser la preuve précédente afin de démontrer la conjecture de Heinz-Hildebrandt sur une
variété de départ de dimension 2. On peut donc se restreindre au cas ot M = D2. L’équation générale est de la
forme (voire section

Au + A(u)(Vu, Vu) = H(u)(V*u, Vu)

La preuve précédente repose sur deux ingrédients : l'existence d’une jauge de Coulomb (div((e;, Ve;)) = 0) qui
permet d’obtenir une structure jacobienne ainsi que l'inégalité de Wente qui permet d’assurer une régularité L(21)
au lieu de L2.

La question est : quest-ce qui différencie des nonlinéarités de la forme |Vu|? de A(u)(Vu, Vu) — H(u)(V+tu, Vu) ?
Dans le cas ou N™ C R™! est une hypersurface, ’équation des applications harmoniques s’écrit, en notant v le
vecteur normal unitaire & N,

Vie[l,n+1], —Au'= Z (V(v(u)), Vu! )y v(u)

J
De plus, pour tout a, dau L v(u) done ), v(u)?Vu? = 0 et on peut récrire 'équation sous la forme

Viec[l,n+1], —Au'= Z [v(u)'V(v(u);) — v(u),;V(v(w)h)] - V'

J

Et on remarque alors que la matrice (v(u)'V(v(u);) — I/(u)jV(V(u)i))1<i j<ny1 ©st anti-symétrique. C’est en fait,
tout ce dont on a besoin pour montrer la continuité hélderienne. On montrera a la fin de la section que I’équation
Au+ A(u)(Vu, Vu) = H(u)(V+u, Vu) se récrit Au’ = Q- Vol avec Qf = —Q e RV,

En partant d'une équation de la forme Au = Q- Vu avec 2 € L?(D?; soy ® R?), on cherche a retrouver des lois
de conservation. Dans le cas ot  est de la forme V+¢, on a div(Vu — ¢€V+4u) = 0 et on cherche donc une relation
de la forme de la forme div(AVu — BV1u) = 0 avec VA — AQ = —VL B (cf plus bas 3.2.

Une premiére idée serait d’effectuer une décomposition de Hodge : = V¢ — VP et I’équation sur A devient

AA=VA Ve —div(AVP)

Le premier terme est jacobien, ce qui est une bonne chose mais bien que le second soit sous forme de divergence
AV P est juste dans L', on ne peut pas en déduire d’amélioration de la régularité de A.

La décomposition de Hodge habituelle ne convient pas, on cherche donc une sorte de décomposition non linéaire.
On commence avec un peu plus de régularité. On commence par montrer le résultat au voisinage des ) de la forme
V+¢ (lemme 6.3. Puis ce gain de régularité permet de translater ce type de voisinages vers des voisinages de 2
n’étant pas de la forme V¢, tant que Q est assez petit (lemme 6.3. Enfin, on montre le cas général par densité
de W2 dans L? (lemme 6.3J6).

La preuve qui suit est une adaptation de [§].
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Lemme 6.3.2 :

Il existe € = ¢(m) > 0 et C'= C(m) > 0 tels que pour tout @ € W?(D?; s0,, @ A'R?) vérifiant [|Q[|7. pe) < e,
il existe £ € W22(D?; s0,,) et P € W22(D?; SO,,) tels que

i) Q=pviep—t —vpp-!

ii

£ =0 sur 9D?

1ii Hf”wl,z(DQ) + HP”WL?(DZ) < C”QHLz(Dz)

)
)
i)
)

iv) [[€llwz22(p2) + [|Pllw22(p2) < ClIQwr2(p2)

Démonstration. On introduit ’ensemble
Uec = {Q € WH2(D?; 50, @ A'R?) | / Q% <€, 3(&, P) € W23(D?; s0,,) x W2%(D?; S0,,) vérifiant i)—iv)}
D2

Montrons que Ue ¢ est ouvert, fermé non vide pour € > 0 assez petit. Comme Byy1.2(p2;s0,, 0 Ale)(O, \/€) est connexe
par arcs, on aura alors le résultat pour tout {2 dans cette boule.

Bw1.2(p2;s0,,0182) (0, /€) est connexe par arcs : Posons ¢; : x — tx pour ¢t € [0,1]. On considére le chemin
t — ¢;Q (tiré en arriére de Q par ¢;). Comme [, [¢7Q* = fB(O " |22 est une fonction croissante de ¢, on a un

chemin t — €; dans W'2(D?; so,,, ® A'R?) vérifiant [, |Q|* < € connectant 0 & Q.
Uecc # 0 : le choix £ =0 et P = Iy donne 0 € U ¢ pour tout € et tout C)

U. ¢ est fermé : Soit (Qk)ken € (Uec)Y convergeant dans W12 vers un certain Q € W2(D?; s0,, ® AIR?). On
considére (&) et (Px)x les décompositions associées.
Par iv), quitte & extraire, on peut supposer que (P ) et (&) convergent faiblement dans W22, fortement dans W12
(par Rellich-Kondrakov) et presque partout vers des certains P € W22(D?; M,,,(R)) et £ € W22(D?; M,,,(R)).
La convergence presque partout donne P € W22(D?;SO,,) et £ € W%2(D?; 50,,).
Comme (Py)i est bornée dans L™ (chaque Py est a valeurs dans SO,,), on peut passer a la limite dans I’égalité
Q= PkVLékP,;‘F — VPkP,;‘F pour avoir Q = PV+¢éPT —vpPPT.
De plus, par convergence forte : [|Q|z2(p2) = limg o0 [|Q||L2(p2) < Ve et

€llwr2(p2) + [[Pllwizp2) = Jm [€kllwr2(p2) + | Prllwiz(pey < ¢ lim 1Qk]l2(D2y = C[|Q|L2(D2)
Par convergence faible :
€llw=22(p2) + [[Pllw22(p2) < 1ikH_l)'}>rolf [€kllw=2(p2) + | Prllwzz2(p2) < Clikﬂ_lgf 1% |lwi2(p2y = ClQlwr2(p2)
Et donc 2 € U ¢ et Uc ¢ est fermé.

Ue,c est ouvert : Fixons C' > 0 et montrons qu’il existe e = ¢(C) > 0 tel que U, ¢ soit ouvert. Soit Q € Uc ¢ et
(&, P) la décomposition associée.

Plan de la preuve :
On commence par montrer qu’autour de V+¢, on peut toujours effectuer une telle décomposition en utilisant le
théoréme des fonctions implicites (lemme 6.3. Ensuite, le fait que P soit de classe W22 permet de faire une
"translation" continue de ce résultat lorsque €2 n’est pas de la forme V+¢ (lemme 6.3, ce qui revient plus ou
moins & appliquer le théoréme des fonctions implicites directement en 2. Le probléme est qu’a priori, on perd les
estimations d’énergie. Mais I'injection de Sobolev W11(R?) — L?(R?) permet de les retrouver (lemme 6.3.
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Lemme 6.3.3 :

Il existe € > 0 tel que si [|[V+€[|z2 < e alors pour tout a > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout \ €
Wh2(D?; 50, ® A'R) vérifiant | A|y12 < 6, il existe £, € W22(D?;50,,) et Qx € W22(D?; SO,,,) vérifiant

V4ie =Q7VQN + Q H(VEE+ A dans D2
{TO7 GV QITEND B o 0y Lulwea + 16 - fwea <o

Démonstration. On considére les espaces

Ei = {U e Wh23(D?: s0,,) | U=0, 0,Ujpp2 = 0}, F .= {V € L*(D?* 50,,) | / V= 0}
D2

D2

ainsi que 'opérateur
Eyx B — F
(U,N) = div(e V() + e V(VEE+ N)eY)

L est une application lisse dont la différentielle partielle en U, au point (0,0) est
OuL(0,0) : 9 € By = div (VY + [V7€,9]) = Ag + [VHE, VY € F

Montrons que cet opérateur est inversible pour ||V1¢| 2 assez petit.
Oy L(0,0) est injectif : si 1) € Es, alors pour tout 1 < p < 2 ¢ € W2P(D?;50,,) et 9y L(0,0)y € LP(D?; SO,,,) par
conséquent :

]

180 L(0, 009 Lo > | A% [|e — [VEENLIVYIT e 2 [V lwre(er — c2l V€] 2)
Ou L(0,0) est surjectif : on cherche a résoudre, pour f € F,

{ Ay + [V VY = f dans D?
sz P =0, 81/'(/}\8D2 =0

Pour cela, on considére a la solution de

Aa=f dans D?
fD2 a = 0, 5‘,,a‘5Dz =0

Puis, pour ¢ € Es, on considére b. € E5 la solution de

{ Ab, = —[V+E, V(e + a) dans D?
sz b. =0, (8ubc)\8D2 =0

Le lemme de Wente donne que pour ¢, ¢’ € Es,
1be = ber iz < CIVE] 2V (€ =€) 2
En particulier, pour ||V1¢||z2 assez petit, ¢ + b, est contractante et donc il existe une solution b € E, au systéme

{ Ab=—[V+¢,V(b+a)] dans D?
sz b= Oa (aub)‘8D2 =0

Ainsi, ¢ 1= a + b € Ey vérifie 'équation voulue et donc 'opérateur 9y L(0, 0) est inversible.
On peut appliquer le théoréme des fonctions implicites (cf Schwartz, Analyse 2) : il existe § > 0 tel que pour tout
A € WH2(D?; s0,, @ A'R) vérifiant ||A||yy1.2 < 4, il existe un unique Q, € W22(D?; SO,,,) vérifiant

div (QAVQA + Q3 (VHE+1)Q) =0
Et donc il existe £, € W22(D?; s0,,,) vérifiant
V= QaVQA + Q3 (VHE+A)Qa

De plus, les applications A — @) et A — &, sont continues donc on obtient les estimations voulues. O
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Maintenant on cherche & transposer le résultat dans le cas ol  n’est pas exactement de la forme V¢, Si I'on
introduit P dans I’équation vérifiée par £y, on trouve :

V4iey = (PQy)TIV(PQy) + (PQy) "1 Q4+ PAP HPQ,

Comme P € W?22, les applications A — PAP~! et son inverse ¢ — P~!¢P sont continues de W12 — W12, En
posant ¢ = PAP~!, R = PQ, et v = &, on obtient :

Lemme 6.3.4 :

Pour tout 3 > 0, il existe n > 0 tel que pour tout ¢ € W12(D?; s0,, ® A'R) vérifiant ||¢||y12 < 7, il existe
R e W2%(D?, S0,,) et v € W22(D?; M,,,(R)) tels que

1., p-1 -1 2
{v v=RTIVR+ R (Q+ R dans D* IR = Pllwae + v — &|lwae < B

v=20 sur 9D?

Prenons 3 < €'/2. Comme ||P||y1.2 + [|¢]|wr2 < Ce'/? (Q € U, ¢), on obtient
[Rlwsa + [vllwes < (C+ ez

Jusqu’ici on a montré que 'ensemble des Q vérifiant i)-ii) du lemme 6.3.2 était un ouvert-fermé.
Pour montrer que Uc ¢ est ouvert-fermé, il reste & montrer les estimations :

Lemme 6.3.5 :

Il existe C' = C(m) > 0, €,d > 0 tels que pour tout P € W22(D?; SO,,) et £ € W22(D?; s0,,) vérifiant

{ V+é =P 'VP+ P 'QP dans D?
£€=0 sur 9D?
pour un certain Q € W2(D?; s0,,) vérifiant [,, [Q* <, si

[Pllwr2 + IEllwrz <6
alors

{ I€llwr2(p2y + [[Pllwr2(p2)y < ClQ L2 (p2)
€llw22(p2) + [[Pllwz2(p2) < ClQlwr.2(p2)

Preuve du lemme. Sous ces hypothéses, £ vérifie le systéme elliptique

—A¢ = —VPT . VLP+div(PTQP) dans D?
£E=0 sur OD?

En particulier, I'inégalité de Wente donne
IVEllz < CUIVPT 2V P12 + |2 £2) < CO|IV P2 + C[|Q| 2
Or V+¢é = P7'VP + P71QP donne

VP2 = [PTIVP 2 < [IVE] 2 + 1|92
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D’ou
[VE|[L2 < C6||VE]||L2 + C (6 + 1)[|€| 2

Comme & € VVU2 2 si § < C/4, on trouve la premiére estimation.
Pour la seconde estimation, on considére 'injection W*(R?) — L?(R?) pour avoir

€llw2-2 C(IVEllL2 + [IVZ€¢]|2)
C(|9zz + IVPT - VP 4+ PTVQP + VPTQP + PTQVP| 1)
C([Qllwre + [VPTQ[ 12 + |QVP| 12 + [VPT - V- Pllya)

Par Cauchy—Schwartz : ||VPT . VLPHWLl < CHP”W22”PHW22
En utilisant WH1(R?) < L?(R?) puis Cauchy-Schwarz :

IA A IA

IVPTQ 2 + [QVP] 12 < CIVP Qs + [QVPwia) < C(IPwaz [z + [Qlwaz|Pllws)

Ainsi,
l€llw=2 < C@ + /)| Pllwaa + Cll2wr.e
De plus VP = PV+¢ — QP donne, toujours en utilisant W11 (R?) — L?(R?)

IVPllwiz < C(l€llwzz + IIVEIV2PllLr + VNV Pl + 10wz + IV PLwrs)
< C+0)|éllwzz + CA+0)|9Qlwrz + C[E + /%) Pl
Donc pour €, 0 assez petits (dépendant de C'), on trouve la seconde estimation. O

Donc U ¢ contient un voisinage de {2 dans w2,
Comme 0 € U, ¢, que U, ¢ est fermé et ouvert, on obtient que Q2 € U, ¢ O

Théoréme 6.3.6 : Décomposition de Hodge non-linéaire

Il existe € = e(m) > 0 et C' = C(m) > 0 tels que pour tout Q € L*(D?; s0,, ® A'R?) vérifiant [|Q]|72 p2) < €,
il existe £ € Wh2(D?; s0,,,) et P € W12(D?; SO,,) tels que

« Q= PVLiep-l_ypp-!
o £ =0sur 9D?
e [|€ll2(p2y + IVP|lL2(p2y < CIVQ|L2(p2)

Démonstration. Prenons Q € L?(D?; s0,,, ® A'R?) vérifiant [, |Q|* < e. Par densité, il existe une suite (€); dans
Wh2(D?; s0,,, ® A'R?) convergeant dans L? vers (2.

On cousidére (&, P;) donnés par le lemme précédent pour €.

Les estimations associées disent que quitte & extraire, on peut supposer que (£x, Py)x converge faiblement dans W12
vers un certain (£, P). En particulier, on a (quitte a réextraire) convergence presque partout.

Ainsi, les égalités P Py = I,,, donnent PTP = I,,, et P € W12(D?; SO,,).

De plus, le théoréme de Rellich-Kondrakov dit que (quitte a extraire encore) (Py)r converge fortement dans L4
(pour tout g < o). Par conséquent, (PLQPy) (resp. PLV Py) converge dans D'(D?) vers PTQP (resp. PTVP).
Donc V1€ = P7IVP + P7IQP est vérifiée dans D’'(D?).

Par continuité de la trace, £ = 0 sur 0D?.

Par semi-continuité de la norme W12 par rapport 4 la faible convergence W12, on conserve l’estimation d’énergie.

O

Maintenant que notre décomposition de €2 est faite, on peut construire les A et B décrivant la loi de conservation.
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Théoréme 6.3.7 :

Il existe €9 = €o(N) > 0 tel que pour tout Q@ € L?(D*sony @ A'R?) vérifiant [|Qf|72p2) < eo, il existe
Ae L NW2(D%GLN(R)) et B € Wh2(D?; My (R)) tels que

e VA-AQ=-V'B
o [pe VAP + |[dist(A, SOn N GLN (R))| L (p2) < C(N) [ (2

Démonstration. Prenons P et & comme précédemment. A chaque A € L®°NW12(D?; My (R)), on associe A := AP.
Supposons que VA — AQ = —V+B. Alors

A(AP) =V - (VAP + AVP) =V - (A(PV*¢ —VP) —V*BP + AVP) = V(AP) -V*¢ - V+B.VP
Et comme V(PP~1) =0,
~AB=V!t.(VA—- APV ¢P™! - AVPP™') = V' . (APV+¢PY) 4 VH(AP) - VP!
Ainsi A et B vérifient le systéme
AA=VA.Vt¢-ViB.VP
AB = div(AVEPTY) - VEA. VP
Pour montrer l'existence d’une solution a ce systéme, on va procéder par un argument de point fixe. Pour Ae
L N W12(D% My (R)) et B € WH2(D?* My (R)), on considére le systéme
AA=VA.Vt¢-vViB.VP
AB = div(AVEP™) —V4EA . VP!
8VA = O7 fDQA = 7TIN
B=0, surdD?

La méme preuve que U'inégalité de Wente (on remplace juste la condition de Dirichlet par une condition de Neuman)

donne ~ ~ R R
[VA[rz + |A = Inll < C(IVA L2 VE][L2 + VB 2|V P 22)

et en notant By la solution de

ABy = div(VEP™1)  dans D?
By=0 sur 0D?

alors
IV(B = Bo)llz2 < C(|A = In |1 V€]l 2 + VA 22| VP 2)

Par conséquent, si [[£][z2(p2) + [V P||z2(p2) est assez petit, on peu appliquer un théoréme de point fixe dans
(L N W12(D? My(R))) x WH2(D?; My(R)) pour trouver Pexistence de (A, B) solution de

AA=VA.Vi¢-vVLiB.VP

AB = div(AVEP™!) — VA . VP!

9,A=0, B=0, surdD?

sz A=rly

Par construction, A4 := AP~ satisfait [, [VA[? + ||dist(4, SOx N GLx(R))|| L (p2)y < C(N) [, [QI2
Il reste & montrer que (A, B) vérifie I'identité voulue.
On introduit donc la décomposition de Hodge VA — AV+¢ + VEBP = VC + V4D o

AC = div(VA — AV+¢ + VEBP) =0 dans D?
C=0 surdD?
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Par conséquent, C' = 0 sur D2. D’autre part, en reprenant le systéme vérifié par A et B (si une fonction f définit
sur D? vérifie f = 0 sur D? alors (v - V1) f = 0 sur D?), on remarque que D vérifie

div(VDP~1) =0 dans D?
(v-VHD =0 surdD?
Il existe donc E € Wh2(D?; My (R)) tel que VIE = VDP~! et E vérifie

—AE =V+D.-VP~! dans 0D?
0,E =0 sur 0D?

L’inégalité de Wente (en changeant les conditions au bord) donne

/ VEP < Co / VDP? / P
D2 D2 D2

Or VD = VL EP et donc |VD| < |VE|. Par suite, si |[ VP72 = ||VP]||12 et assez petite, D = 0. Donc
VA - AV+e+VEBP =0
Par conséquent, en posant A = AP~!, on obtient, toujours avec V(P~1P) =0,

—VLiB=VAP ! - AVY¢P 1 =VAP ! — A(P7'Q+ P'VPP 1) = V(AP !) — AP'Q

Théoréme 6.3.8 :
Soit Q € L*(D?;s0n @ R?) et A, B € Wh2(D?; My (R)) telles que
VA-AQ=-V'B

Si A est inversible presque partout avec || Al| s (p2)+[|A™! | oo (p2) < 400, alors u est une solution au systéme
de Schrédinger —Au = Q - Vu si et seulement si div(AVu — BV+u) = 0.

Dans ce cas, u € Cp¥(D?) un certain a > 0.

Démonstration. La premiére partie du théoréme vient du calcul
div(AVu — BV+u) = AAu+ VA -Vu—VB-Viu=AAu+ (VA+VEB) - Vu= A(Au+ Q- Vu)

Pour la régularité, on fait comme précédemment : on cherche l'existence d’'un o > 0 tel que

sup Pia/ |Au| < 400
p€B(0,3),0<p< g B(p,p)

Fixons €y > 0 et prenons py > 0 tel que

1
Vp e B0, 1), Vr € (0, po), / VAP + |VBP <
2 B(p,r)

Prenons r < pg et p € B(0, 3). Alors AVu vérifie

{ div(AVu) = VB - V+tu = (9,B)(0,u) — (0. B)(9,u)
rot(AVu) = —VA - V+tu = (9, 4)(0yu
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Introduisons alors la décomposition de Hodge AVu = VC + VD ot C € Wy *(B(p,r);R) et D € Wh2(B(p,r)).
11 suffit de considérer C' comme solution de

AC = div(AVu) = VB - V+tu dans B(p,r)
C=0 sur 0B(p,r)

L’inégalité de Wente garanti que C' € Wy?(B(p,r)) et que

IVCllz2(p,r) < CollVBI L2Bp,m IVullL2(Bm,rn) < Cocol VullLzsp,m)

L’existence de D est donnée par le lemme de Poincaré : comme div(AVu — VC) = 0, il existe D € W12(B(p,r))
tel que VD = AVu — VC et

VD25 < 1AVUllL2(Bprm) + IVCIL2(Bp.m) < C (Al + VBl L2) [[Vul| L2
Et D vérifie AD = —VA - V4tu. On introduit la décomposition de Hodge D = ¢ + v avec

Ap=—-VA-V+tu dans B(p,r) Av =0 dans B(p,r)
$p=0 sur OB(p,r) ’ v=D sur 9B(p,r)

L’inégalité de Wente donne [|[Vo| r2(5(p,ry) < CIIVA| 2B VUl L2(B(p,r))- On peut procéder de la méme maniére
que pour les applications harmoniques : pour un certain § € (0,1) qui sera fixé plus tard,

/ |VD\2§2/ <|Vv|2+\w|2>§262/ |Vv|2+2/ |V¢|2§252/ \VD|2+3/ VP
B(p,or) B(p,or) B(p,r) B(p,r) B(p,r) B(p,r)

Finalement,

/ AVuf? < 2/ |v0\2+2/ VD gceo/ |Vu|2+C’52/ Vul?
B(p,or) B(p,r) B(p,or) B(p,r) B(p,r)

Comme A est inversible (et que la norme de son inverse est finie),

/ Vul? < 0(52+eg)/ Vul?
B(p,or) B(p,r)

1
/ Vul? < 1 / Vu?
B(p.5r) 2 )@

et on obtient, de la méme maniére que pour les applications harmoniques,

Donc pour § et €g assez petits,

sup p_o‘/ |Vu|?> < 400
peB(0,1),0<p< B(p,p)

Et I'équation —Au = Q - Vu permet d’avoir 'estimtion voulue. De plus,

1 1
Vpe BO.3). [Vulp) <O [m £ (Lpop [Aul)(p) + 1
Donc
sup p*a/ |[Vu| < 400
peB(0,5),0<p< 4 B(p,p)
Et u est holderdienne. O
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Théoréme 6.3.9 :
Soit Q € L%(D?;sony ®@ R?) et u € WH2(D%RY) vérifiant
—Au' = Q) - Vi) dans D'(D?)

Alors il existe p > 2 tel que u € VVl{)’p (D?;RY). En particulier, u est holderien.

C

On remarque que si u € WP est solution de Au = Q- Vu alors u € W4 pour tout ¢ < oo.
Dans le cas ot 2 € L? est indépendant de u, la régularité Wli’f pour tout p > 2 est en fait la meilleure que ’on
puisse espérer par un argument de bootstrap. Pour voir cela, supposons que v € WP pour un certain p > 2. Alors
Q- Vu € L?, ce qui donne Vu € L. Or on a seulement Vu € L4 pour tout g < oo.

Cependant dans le cas de la conjecture de Heinz-Hildebrandt (voir section [3.2)), '’équation des points critiques
est non linéaire et conduit & une dépendance de €2 en u. C’est exactement cette dépendance qui permet de passer
de C%* a C°° (voir section [2.3)).

Théoréme 6.3.10 :

Soit ™ une sous-variété compacte, sans bord, orienté de RY de classe C? (avec 1 < n < N) et w une 2-forme
de classe C'! sur NV. Supposons que u est un point critique dans W12(D?; N) de 'énergie

1 . : 1
E¥(u) = 5 /D2 [Vul? + wij(u)(Va') - (Viud) dedy = 3 /D2 |Vul? + w(u)(Vu, Vu) dedy

Alors u est Holder continue.

Démonstration. Soit (€;)1<;<n la base canonique de R¥. On considére H la 2-forme & valeurs dans soy donnée par
Vz e N, H;k(z) = dw,(€;, €5, €x)
Alors I’équation d’Euler-Lagrange associée & E“ est, en notant A;. i les coefficients de la seconde forme fondamentale

A,
—AY = ;k(u)vluk -Vl + A;k(u)Vuk - V!

En utilisant le fait que H, = —HJ,, on trouve
—Au’ = o (Hjy(u) - H), (w)VuF - Vol + Al (u) V> - V!
Or A(u) est & valeurs dans (T, N')* donc A{k(u)Vuj =0et

' = %( Je(w) = H (@) Vb - Wl + (A (u) = Afy (u)) V" - Va?

La matrice N x N définit par

N N
i 1 i j i j
= > (Hjp(u) = Hi (u) Vil +> (AL (u) — AL (u) Vi
k=1 k=1
est anti-symétrique, a valeurs dans L? et Au = Q- Vu. O
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6.3.3 Passage a la limite

Une lecture attentive de la preuve précédente montre qu’en fait les applications A et B définis par VA — AQ) =
—V+B ne sont pas trés important dans la preuve, on donnera d’ailleurs une amélioration de celle-ci n’utilisant que
& et P dans la section suivante. L’intérét de cette décomposition est de donner une loi de conservation et donc,
comme dans le cas de la sphére, cela permet certains passages a la limite.

Théoréme 6.3.11 :

Soit (Qn)nen € L3(D?; 50, @ A'R?)N convergeant faiblement vers un certain Q € L?(D?; so,, ® A'R?), soit
(fn)nen € WE2(D2;R™)N convergeant dans W12 vers 0 et (up)neny € WH2(D?R™) vérifiant

—Auy, =Q, - Vu, + f, dans D?
Alors il existe une sous-suite de (u,)nen convergeant vers un certain u € WhH2(D?;R™) vérifiant

—Au=Q-Vu

Démonstration. Comme (u,), est bornée, quitte a extraire, on peut supposer que cette suite converge faiblement
vers un certain u € WhH2(D?; R™).

Prenons A < 1 et € > 0 comme dans le théoréme 6.3[6

Pour chaque x € B(0,)) et n € N, il existe r,, € [0,1 — |z|] tel que fB(m,m,n) Q.12 = € si JB@a—te) Q]2 > €,
sinon on pose ry ., =1 — |z|.

Alors (B(z,72m))zeB(0,n) est un recouvrement de B(0,\). Par le lemme de Vitali, on peut en extraire un sous-
recouvrement (B(Zin,Tz;,n))1<i<N(n) de sorte que les B(x;n, 72, ) s'intersectent au plus un nombre fini & (indé-
pendant de n) de fois. Alors

i € L NG | 0. =< [ at< [ i
Uit B(@inra; D2

B(xi,nvraﬂi,n) i=1

Et le nombre de boules vérifiant fB(xi e ) |,]? < € est borné car ces boules vérifient 4, n =1—|@;n| > 1— X
et par définition, chaque point est dans au plus k de ces boules.

Comme (€2,,)nen est bornée, on conclut que (N (n)),en aussi et quitte a extraire, on peut supposer N (n) indépendant
de n.

Quitte a extraire, on peut supposer que chaque (xzn)n converge vers un certain x; € B (0, \) et que chaque (Twi,mn)n
converge vers un certain 7; (qui peut valoir 0). On va montrer que —Au = ) - Vu sur chaque B(z;,r;).

Soit A;, et B;, donnés par le théoréme 6.3.7 sur B(4,,, 72, ,,,n) pour Q. Alors

div(A4; .V, + B nV+tu,) = —A; o f,  dans B(xin,Te; ,n)
VAi,n - Ai,nQn = VLBi,n dans B(.’L‘i’n, T«Ti,n,’ﬂ)

Quitte & extraire, (A;n)n et (B;,)n convergent faiblement dans W12, fortement dans L? et presque partout vers
des certaines limites A; et B; sur chaque B(z;,r;). Donc

Ai,nvun + Bi,nvLun i—/> szu + BIVLu
VAi,n - Ai,nQn - VJ_Bi,n L VAZ - A7Q — VLBz
n—oo

Ai,nfn D—> 0

n—oo
D’ou

div(A;Vu + B;V+tu) =0 dans B(x;,7;)
VA, — AQ=V!B, dans B(x;,7;)
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Et on retrouve A;(Au + Q- Vu) = 0. Par convergence presque partout A; est inversible et Au+ Q- Vu = 0 sur
chaque B(x;, ;).

De plus, B(0,\) C Ufil B(zi,r;). Or B(0,A\) N (Uf\il B(xi, i)\ Uf\il B(xi,ri)) est constitué d’un nombre fini de
points (ces points sont des intersections d’un nombre fini de cercles).

Donc la distribution Au + € - Vu est supporté en un nombre fini de points, c¢’est donc une somme de dérivées de
diracs mais c’est un élément de L, donc Au + Q- Vu = 0 sur B(0, \), pour tout A < 1. O

6.4 Amélioration par Schikorra

On donne une autre preuve de la décomposition de Hodge non-linéaire, basée sur un probléme de minimisation,
venant de [9] puis on en déduit la régularité des solutions de Au = Q - Vu sans la construction de A et B de la
preuve de Riviére. La jauge de Coulomb chez Riviére correspond & la construction du P dans la décomposition
de Hodge non-linéaire, mais le point de vue adopté par Riviére passe par des lois de conservation. Ici, le point de
vue est plus proche de celui de Hélein oul I'objectif est de minimiser la méme fonctionnelle et d’utiliser ’équation
d’Euler-Lagrange associée pour avoir une équation plus agréable.

Lemme 6.4.1 :

Soit Q € L%(D?; s0,, ® A'R?), il existe P € W12(D?; SO,,,) minimisant
¥Q € WI2(D%50,), B(@)= [ 107dQ - Q" aqP
D2

Et P vérifie HdPHL?(D?) + ||PTdP — PTQPHLz(Dz) < 2||Q||L2(D2)'

Démonstration. En prenant = I,,,, on voit que inf E < [|Q2[|2,.
Considérons (Qy)r € WH2(D; SO,,,)N une suite minimisante vérifiant F(Qy) < E(I3). Alors

1dQk 117> = |Qk dQxll7> < 2(E(Qx) + [1Q1I72) < 4]12]17-

Par conséquent (Qg)x est bornée dans W12 et quitte & extraire, on peut supposer que cette suite converge faiblement
dans W12, fortement dans L? et presque partout vers un certain P € W12(D; M,,(R)).

La convergence presque partout implique que PTP = I,,, et donc P € WY2(D?; SO,,).

De plus,

E(Qr) = /D|Q£ko—Q£QQk|2

/ QT PA(PT Q) — QuPAPT Qi — QF PPTQQ,|?
D
- / dA(PTQy) — (dPT + PTQ)Qy[?

D

= / |d(PT Q) + QP PTQi> ou QF := PTaP - PTQP
D

/ (Id(PTQx)I> + 2 (d(PTQx), 2" PTQx) + 127 )
D
Or, par convergence dans W2, [ (d(PTQy), Q" PTQy) — 0 et par conséquent,
—00
inf E = liminf B(Q;) > / 1QF|> = E(P)
k—o0 D
et donc (d(PTQp))x converge vers 0 dans L? : (PTQy)x converge vers I,,, dans W12 et (Qg)x converge fortement

vers P dans W12, L’estimation vient de E(P) < E(I,,,). O
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Lemme 6.4.2 :
Soit Q € L?(D?; s0,, ® A'R?). Les points critiques P € W12(D; SO,,) de

VQ € W (D;SO,), E(Q) = /D QTdQ - QTQP

vérifient I’équation d’Euler-Lagrange
div(PTdpP — PTQP) =0

Démonstration. Considérons ¢ € C°(D; so,,). Alors pour € > 0,

E(Pexpp(cd) = /D (P expp(ed)) — QP expp(ed)

/D |dP + ed(Po) + o(€) — QP + eP¢ + o(e))|?

/D (|JdP — QP|? + 2¢ (dP — QP,d(P¢) — QP¢) + o(e))
Comme P est un point critique, en notant QF = PTdP — PTQP,

0= /D (dP — QP,d(P$) — QP¢) = /D (QF,0F ¢ + do)
Comme ¢ est anti-symétrique, (27, QF¢) = 0 et il suit que

Yo € C(D; 50.,), / (QF dg) =0
D

Une autre preuve du caractére holderien de la solution en passant par des estimations LP avec 1 < p < 2.

Théoréme 6.4.3 :

Soit Q € L%(D?;s0n @ A'R?) et u € WH2(D%RY) solution de Au = Q - du.
Il existe € € (0,1) tel que si [|[Qz2(p2y < € alors il existe o € (0,1) tel que u € C%*(D?;RY).

Démonstration. On applique les lemmes précédents : Prenons R € (0, 1), alors il existe P € W'?(B(z, R); SOn)
tel que
{ div(QP) = div(PTdP — PTQP) =0 dans B(z, R)
4P| 2Bz, r)) + 197 L2 (B2, r)) < Bl L2 (5=, )
Par conséquent,
div(P"du) = Q" - PTdu dans B(z, R)
On effectue la décomposition de Hodge de PTdu : il existe f € Wy (B(z, R);RY), g € Wy ?(B(z, R); A2RN) et
h € C*=(B(z,R);RY @ A'R?) tels que PTdu=df +d*g+h (PTVu=Vf+Vig+h)et

Af=0QF . PTdu dans B(z,R) Ag = d(PTdu) = V+(PTVu) dans B(z, R) d*h =div(h) =0 dans B(z, R)
f=0 sur 0B(z, R) g=0 sur 0B(z, R) dh=V+th=0 dans B(z, R)
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Pour p € (1,2), comme h est harmonique, pour r € (0, R),

p » » »
/B(z,r) |du| Sc(p)/B(Z?T)(IM + |df|P + |dg| )SC(p)/

() 1 1+ g
B(z,R) R

On estime [ |df|P par dualité :

|4l Lz < cp)  sup / af - do
B(z,R)

111,07 <1
Soit ¢ € C°(B(z, R)) avec |||l < 1. On a alors

2_ 2_
Il (R < PR [[ddllL2(B(zr)) < c(p)RP ™"
On pose

1
VB(z,p) C D*, M,y(z,p) = sup 7/ |du|P
: B 0)CB(p) (1) 7P S )

Par définition de f, et en utilisant le lemme A.4[19]:

IN

df | » (B(z,R)) c(p) Sup/ »QF - PTdu
B(z,R)

[
< «c(p) sup 1271 L2(B=.r)) (14P] 2B,y 1@l e + 1]l 2) My(z, 2R)MP
< cp) sup 127 22(B=r)) (1122 (R I8l + 4] L2) My (2, 2R)M*
< c(p)eR%flMp(z, 2R)/P
On a la méme estimation pour dg et on obtient

2 _
[ <cw) (5) [ P e B 2R)
B(z,r) B(z,R)

D’o1u, en revenant & I’estimation initiale,
1 1 R\*7?

dul? < (7) / dulP P(Z)  My(22R
e (7)) g [, e () o

G e () anem

Prenons « € (0, %) tel que ¢(p)y? < % et posons € = 72/P. Alors, avec r = yR, on réécrit ’estimation ci-dessus en

< c(p)

1 / 1
- dulP < =M, (2, 2R
(’YR)Q_I) B(z,vR) | | 2 P( )

Ceci est donc valide pour tout R > 0 et z € D? tels que B(z,2R) C D? et donc

1 / 1
- dul? < = My(y, p
(’YR)Q_p B(z,vR) | | 2 P( )

M,(y, p), ce qui donne la continuité holderienne.

VB(z,2R) C B(y,p) C D?,

ie. My(y, 3p) < 3
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Chapitre 7

Surfaces minimales

On explique ici ou apparaissent les applications harmoniques dans le contexte des surfaces minimales. Leur
régularité permet de parler de leur image comme des sous-variétés, en particulier on peut parler de leur courbure.

7.1 Probléme de Plateau

On se place dans une variété riemannienne compléte de dimension 3 (N, g) et on prend une courbe de Jordan
(i.e. fermée simple) T’ C .
On pourra trouver une étude approfondie dans le cas N = R? dans [10].

Si u:D? — N est une immersion, l'aire de ¥ := u(D?) est donnée par

Au) = /D2 v/ det(u*g)

Proposition 7.1.1 :

Soit u! : D* — N une famille d’immersions lisses, avec t € (—1,1), telle que X := &gu"“tzo soit & support
compact. En posant h = (u°)*g, H la courbure moyenne de ¥ := u"(D?) et n le vecteur normale & X,

d
— A(u") =0 = —/ g(Hn, X)dvoly,
dt D2

Démonstration. Comme A(u') = [}, \/det(h?) donc, en omettant 'exposant t,

O
th(u)— 2/1)2 tr <h at) det(h)

En notant A la seconde forme fondamentale de ¥, & valeurs dans 751,

dh;j
dt |t=0

= g(05u°,0;u°) + g(9u°, 97;u’) = —2g(Ay;, yu®)

Donc

%tr (h_lgD = —h"g(Aij, 0u’) = —g(Hn, X)
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Par conséquent, si 3 est localement minimisante, alors H = 0. On appelle surface minimale toute surface vérifiant
cette équation. Sil’on prend une carte locale u : D? — X, alors cette équation s’écrit (Au,n) = 0 ot n est la normale
a Y et dépend de u. Mais si 'on prend un difféomorphisme ¢ : D? — D2, alors u o ¢ est aussi une carte locale de
> et satisfait donc la méme équation. En d’autre termes I’équation H = 0 posséde un grand degré de liberté, de
la méme maniére que I’équation des applications harmoniques. Cependant cette équation se simplifie grandement
avec un bon choix de coordonnées.

On pourra trouver une preuve de ce résultat dans [II] (chapitre 9, annexe 1) :

Théoréme 7.1.2 :

Soit w : D?> — N une immersion de classe C2. Alors il existe un C?-difféomorphisme ¢ : D? — D? tel que
u o ¢ est conforme.

L’équation H = 0 s’écrit 0 = h" (Vy,,0ju,n).
Dans les coordonnées du théoréme précédent (sur D?) et en coordonnées normales autour d'un point u(zg) (sur N),
9i5(u(z0)) = 8ij et TF;(u(z0)) = 0, donc hyj(z0) est de la forme Ady;(20), A > 0 et on obtient en 2 :

2 2
19 (V ,0u, Oput) = % (82,1, 0pu) + (92, u, Byu)] = 1 [ax ('M ) — 0, (W)] -0

A 2 2
De méme, <hij Vo,u05u, 8yu> = 0. En écrivant h¥ V,u0;u en coordonnées on trouve

ko paBpk i) —
HzO@{ Apu® + hPTE (u)daudgul = 0

u conforme

Pour prouver l'existence d’une telle application, on cherche & minimiser la fonctionnelle A(u) sous la contrainte
u(SY) =T.

Le probléme est que si on prend une suite minimisante quelconque, elle n’a aucune chance de converger. En
effet la fonctionnelle A n’est défini qu’en termes géométriques et est donc invariante par reparamétrisation : si
¢ : D?> — D? est un diffeomorphisme préservant S, alors A(u o ¢) = A(u).

L’idée est alors de modifier la fonctionnelle & minimiser de sorte & réduire le groupe d’invariance. Comme
I’équation des surfaces minimales se réduit & Au = 0, on peut chercher & minimiser la fonctionnelle de Dirichlet
D(u) = % Jpe |Vu|?, avec la contrainte que ujg1 est une paramétrisation monotone de I'. On note que A(u) < D(u)
avec égalité lorsque u est conforme.

Théoréme 7.1.3 :

| Si u est un point critique de D, alors u est conforme.

Démonstration. Considérons 7 € C°(B(0,2);R?) telle que Vo € St, (7(x),z) = 0 et ¢ := idp2> + 7. Pour € assez
petit, ¢, reste un difféomorphisme de D? — D?. On note u. := u o ¢, et on remarque que u. satisfait également la
condition au bord. De plus,

1 1 _
D(u.) = 3 /D |dug, o dpe|* = 5/}32 |dus 0 d(@e) 41| det(dg; ' () d=
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Avec d(¢e)y-1(,) =c—o0 id + edr; + o(e) et det(dg 1(2)) = 1 — ediv(7)(2) + o(¢). Donc

D(ue) = % /D2 [|du.|* + 2€ (du., du. o dr.)] (1 — ediv(r))dz + o(e)

[Vul?

= D(u)+ e/ (05w, Oju) O;77 — ———div(T) dz + o(e)
0 D2 2

= D(u)+ e/ % (10zul?® = |0yul?) (07" — 0y7?) + (Dpu, Oyu) (9p7* + 0y7") dz + o(€)
D2

Notons v = [0,ul? — [Oyu|?* — 2i (D,u, Oyu) la différentielle de Hopf de u. On récrit

e—0

D(uc) = D(u) + 6/ Re (v0:7) dz + o(e)
D2
Comme u est un point critique de D, u est harmonique et donc v est holomorphe. De plus,

0= / Re (v0z7)dz = / Re(vrz)dz
D2 oD?

En prenant 7 = aiz pour a € C*°(S*;R), on obtient (ZQU)|SI € R. Comme 2%v est holomorphe, 2%v est constante.
Mais (22v)(0) = 0 donc v = 0 et u est conforme. O

Corollary 7.1.4 :

Tout point critique de D est un point critique de A.

Démonstration. Si u est un point critique de D, alors u est harmonique conforme, donc la courbure moyenne de
u(D?) est nulle et u est un point critique de A. O

Pour les preuves de ce qui suit, on pourra se référer a [10] dans le cas N/ = R3.
Le résultat important (théoréme 2.1 dans [10]) est que si u € C?(D?*N) et € > 0, alors il existe un difféomorphisme
¢ : D? — D? tel que D(uo¢) < (1+¢€)A(uo @), i.e. quitte & reparamétrer les fonctionnelles de Dirichlet et de 1'aire
sont semblables. En particulier, inf A = inf D.

La question maintenant est de trouver un minimiseur de D.

On considére C(T") Pensemble des fonctions H*(D?; N) telles que leur trace au bord est une paramétrisation continue
de T'. L'invariance de D par rapport aux difféeomorphismes conformes reste un probléme. En effet, on peut montrer
(lemme 4.1 de [10]) que si u € C(T) alors I'adhérence de I'orbite conforme de u (1’ensemble des uog pour g : D* — D?
un difféomorphisme conforme) contient une application constante. En particulier, cela signifie que C(I") n’est pas
fermé dans H'(D?; ).

Une solution est alors de fixer trois points distincts 1, 2, 23 de S! et de fixer trois images distinctes p1, p2, p3 dans
I'. On considére alors C*(T") I'ensemble des u € C(T) vérifiant Vi, u(z;) = p;. Le lemme de Courant-Hilbert (lemme
4.4 dans [10]) donne que C*(T') est fermé dans H'(D?; N). L’invariance conforme de D donne inf ey D = inf e ry D
et on peut minimiser D dans C*(I"). L’existence d’un minimiseur repose donc uniquement sur la condition C(T") # 0,
qui peut intervenir par exemple sur le tore T2.

7.2 Surfaces minimales stables

Proposition 7.2.1 :

Soit ut : D? — A une famille d’immersions lisses avec t € (—1,1), telle que 3tu|tt:o soit orthogonales a T
(ot ¥ := u%(D?)) a supports compact. On note h! := (u')*g et on suppose que la courbure moyenne de ¥
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vérifie H® = 0. On note v := 8tuft=0 = ¢n avec n =n et ¢ € C°(D?). Alors

d2

ﬁA(ut)‘tZO = / |Vo|? — (|II]* + Ric(n,n))d?dvolyo
D2

Démonstration. Comme A(u') = [, \/det(ht) donc, en omettant 'exposant t,

P
th(u)f 2/132 tr <h at) det(h)

d? 1 dh . dh d2h 1 dh\?
il - - —tr (AR ) e (RIS ) St (AR det(h
a2 M 2/Dl r( dt dt>+r( dt2>+2r< dt” et(h)

Mais, en notant A la seconde forme fondamentale de 3, & valeurs dans TS+,

Puis

dhi;
dtj| = 9(Vo,u0u’, 05u’) + g(9;u°, Vo, 0;u’) = —29(Ayj, 0,u°)
t=0
Ponc dh dh dh dh
tr (A =R =) = R LM R g piipkly 4, A, = 46*|A
(i G ) = oA om)g(Aje. om) = 462 A
De plus, H* = 0 (¥ est minimale) donc h% dgt” =0 = 0. Il ne reste que le second terme & calculer. Comme

Vo,u0it = Vg,,0:u (ce sont des coordonnées), la définition du tenseur de Riemann Rm sur N donne

1 d%h .
itr <h1dt2) = h”a?tg(aiu, 3ju)

= RY (g(VatuVatuaiu, 8ju) + g(Vatu&»u, Vatu@u))
= hij [g(Rm(@tu, &-u)(“)tu, (%u) + g(VaiuVatuatua 8]“’) + g(v(')tuaiua vatualu)]
= h¥ [9(Rm(0su, Oiu) Oy, Oju) + 9(Va,u0iu, Va,u0iu)] + divs (Va,,0ru)

En intégrant, comme Vy,,0:u est & support compact, le terme en divergence va s’annuler. Le terme de courbure

L — a «@ _ 42D
donne, comme Ric;; = Rmg,; = —Rmg,;, —¢*Ric(n,n). Il reste donc le second terme.

Pour X € TN, on note X = X7 + X+ la décomposition TN = TE + (TX)*. On calcule
hijg(at%‘“a 8152]‘”) = h¥ [g(atQiUTa atzjuT) + g<8152iuLa 8t2juL>]
= W9 g(Air, Opu)g(Awi, Oru) + 8¢9, 0]
S*| 111 + Vo

Definition 7.2.2 :

Une surface minimale ¥ donnée par une immersion u : D? — N est dite stable si

Vo € C(%), / |Vo|*dvol, > / (|III|* + Ric(n,n))¢*dvol,
b >
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On peut chercher a récrire cette condition en faisant intervenir la courbure de Gauss de Y. Pour une surface
¥ C N, I’équation de Gauss relie la courbure de Gauss K de ¥ au tenseur de Riemann Rm de N par la formule K =
Rmisio+ 11111159 —11122 (dans un repére orthonormale donné sur X). L’hypothése ¥ minimale donne IT11+112 =0
et donc K = Rmqa19 — %|II\2. Et la courbure scalaire s’écrit

R = Rici1 + Ricos + Ricss = 2Rmis12 + Rmisi3 + Rmasas + Ricss = 2Rmy212 + 2Rics3

Donc 2Ricz3 = R — 2K — |I1]? et la condition de stabilité se récrit

1 1
Vo € C2(%), / |Vé|*dvol, > / (2|H|2 - K+ 23) $*dvol,
b b

Dans ce cas, c’est le signe de la courbure scalaire qui compte. En intégrant par partie le membre de gauche et en
étudiant I'opérateur A — (1|17|> — K 4+ 1 R), on obtient le résultat suivant (théoreme 3 de [12]) :

Théoréme 7.2.3 :

Soit N une variété riemannienne compléte de dimension 3 de courbure scalaire R > 0 et ¥ une surface
minimale stable de A alors

1. Si ¥ est compacte, alors ¥ est conformément équivalente & S? ou bien est un tore T?

2. Si ¥ est non compacte, alors ¥ est conformément équivalente au plan ou & un cylindre

Dans le cas A/ = R3, la seule surface minimale stable non compacte est le plan.
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Chapitre 8

Conclusion

La régularité des applications harmoniques s’obtient par ’étude des équations de la forme Au = Q- Vu, qui est
une équation critique en dimension 2. Le point clé pour obtenir cette régularité est I’anti-symétrie de 2. Celle-ci
permet de récrire le systéme sous la forme Av = V1€ - Vu et alors I'inégalité de Wente entre en jeu pour conclure.
On remarque que 'hypothése N (la variété d’arrivée) compacte n’est utilisée que pour dire que les coefficients de
la seconde forme fondamentale sont bornées. Le résultat reste donc vrai lorsque la variété d’arrivée est & géométrie
bornée, en particulier lorsque ' = R¥.

Cette régularité est intéressante en particulier pour ’étude du probléme de Plateau puisqu’on peut alors utiliser
les outils de géométrie différentielle pour étudier ces applications comme des surfaces. On peut se demander ce qu’il
se passe en dimension supérieure. Les applications harmoniques ne sont, en général, plus lisses et ne représente plus
de notion géométrique (se remarque en particulier car 1’énergie de Dirichlet n’est plus invariante conforme). Par
exemple, Papplication z € D3 + x/|z| € S? est faiblement harmonique mais non continue. Pire encore, dans [13],
Riviére donne un exemple d’application harmonique D3 — S? discontinue presque partout.

Si 'on veut retrouver une notion géométrique, on considére plutdt des applications p-harmoniques qui sont les
points critiques de 'énergie [ |Vu|P. L’équation devient alors div(|Vu[P~2Vu) + |Vu[P72A(u)(Vu, Vu) = 0 et est
critique dans le cas ol p est la dimension de I’espace de départ. La régularité dans le cas des applications a valeurs
dans la spheére est obtenue dans [I4] mais dans le cas général, le probléme reste ouvert. Dans le cas d’applications
conformes, [I5] relie le fait d’étre p-harmonique & des notions de sous-variété minimales.
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Annexe A

Outils d’analyse

A.1 Espaces de Lorentz
Cette section vient de [16], section 1.4.

A.1.1 Reéarrangement décroissant

Definition A.1.1 : Réarrangement

Soit & C R™ ouvert, f : 2 — R mesurable. On note d;(\) = [{x € Q| |f(z)| > A}|. Le réarrangement décroissant
de | f] est

[0,12) - R* U {+00}

Pl s >0 dpt) < 5)

de sorte que f* est décroissante et vérifie

Proposition A.1.2 :

Pour tout f,g, f, mesurables, k € C, #,5,t1,ts € Ry, on a
i) V>0, f*(ds(e)) < aet dp(f*(t)) <t
H) (0 > s ot < ds(s), e {£> 0| f5(6) > s} = [0,d(s)).
) 1= f* (kf)" = [k|f*
) lgl < Ufl=g" < (f +9)"(t +12) < f*(t1) + g7 (t2), (f9)"(tr +t2) < f*(t1)g"(t2)
v) ([fal T 1fl o) = (f5 T f7)
i)
i)
i)
)

=

iii) |
|

iv

V1

(If| < liminf, |fn| p.p.) = (f* <liminf, f})

vii) f* est continue a droite sur [0, c0)

vii) (3¢ >0, [{If| = /() —c}) = {If1 = [~} = ¢
Vp € (0,00), (If[7) = (f)”

ix
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x) Wp € (0,00), [y [F17 = 17 ()P
xi) | fllL = £5(0)

xii) Vg € (0,00), sup;,~qt?f*(t) = sup,~q ads(a)?

Definition A.1.3 : Espace de Lorentz

Soit Q € R™ un ouvert, p,q € (0, 40c]. L’espace de Lorentz L®(;R) est I'ensemble des fonctions mesurables
f:Q — R telles que

Hoo ] 1 * 1 q9ds\7 .
o= | [ @2rong] st ([ [0 ) <00 sia<iroc
0 0

| fl(p,00) = Suptl/pf*(t) = sup ozdf(oz)% < 400 siqg=+oo
>0 a>0

On pose

|E|
f7(t) := sup / = / d
®) 2> |1 E| \E\>t |E] f15(s

f+oo(t1/pf**(t))qﬂ 1/q g
”f”L(p,q)(Q) = 0 t. S1 g o0
SUP¢>0 /P () si g = +oo

Alors

définit une norme sur L9 () et il existe C' > 0 telle que C7| - [(0) < || - 20 < Ol |(p0)-

Remarque : La proposition précédente donne L¥?) = L?_||g|"| L0y = |91} (pram» [F(@)| 2000 = @™ P| f| Lo -

Démonstration. On montre les égalités dans l'expression de |.|;m.q. Le cas ¢ = oo vient de la proposition précé-
dente.

Si ¢ < 0o, on passe par des fonctions étagées : f = Zjvzl a;jlg; avec a; > --- > ay, alors en notant B; = Zgzl |E;|

N N
et ayy1 =0, on trouve dy(a) =325 Bjlja,,, a5 (@) et f*(t) =352, ajlip,_, B)(t).
Pour le cas général, on prend une suite croissantes de fonctions étagées convergeant vers |f|.

On montre C_l‘ . |(p7q) < || . HL(p,q) < C| . |(p )
On fixe t > 0. Pour o > 0 tel que f*(t) > o, on a

) =

(s)ds = dy(max(s,a)) ds > «

1
ds(c)
En prenant le sup sur a, on trouve f**(t) > f*(t).

Maintenant, remarquons que

|E| |E|
P02 s oy [ 16 = e (/ s+ f<8>d8)

Il suit, f**(t) < * ft f*(s)ds. 1l suffit de montrer que

/ {tv‘l/ 7 } gc/ooo [t%—lf*(t)r%
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On examine donc Popérateur T : ¢ — (¢ — %fot ¢). On va montrer que T : LY(R_,t» 'dt) — LI(R,t» 'dt) est
continu. Par densité, on peut plus simplement considérer ¢ € CC(Ri,t%_ldt) et par linéarité, on peut supposer

6> 0.
Alors T'¢ est Ct et To(t) = ¢(t) — t(T'¢) (t). Par conséquent, si e, R > 0,

R . R ,
/Ta;(t)qtrldt = /Tqﬁ(t)q—l(qﬁ(t)—thb(t))trldt

t=R
1 R q 1
+5/ To(t)1tsdt

R P
/ To(n o (tnF " dt — | =Ty

t=e€

Or ¢ est a support compact donc T'¢ = 0 au voisinage de 0. On peut donc passer a la limite e — 0 :

R g R g R4 1R .
a1 —1 a1 1 a1
/O To(t) s dt / To(t) o(e)tH dt — " TO(R) + - /O To(t)1tsdt

0

Maintenant, comme ¢ > 0, T'¢ > 0 et donc

R R R
/Tqb(t)qt%’ldtg/ T(b(t)q_lqb(t)t%*ldt—i—l/ To(t)%tr dt

0 0 P Jo
11 suit que
1-1 1
1 R . R , R . q R . a
<1 - > / To(t)itr dt < / To(t)T o (t)tr tdt < / To(t)%tr dt / o(t)1tr» dt
P/ Jo 0 0 0
D’ott la continuité, avec ||T|r« < F5. O

Proposition A.1.4 :

Soit p € (0,00] et 0 < g < ¢’ < o0, il existe ¢ = ¢(p,q,7) > 0 telle que ||, < ¢||pwa-
Autrement dit, L®9) ¢ L#d),

Démonstration. Sip < oo : At fixé, si ¢ = oo,

wopty= (4 [ frera] ) < (¢ [ rera] @)

Donc |f| e < c|flpwa- Siq < oo,

[flLwan = (/000 [tl/pf*(t)] a'~atq cit)

Si p = 0o : idem on commence par ¢’ = oo et on revient a ¢’ < co. O

=

1
q q
< (i) |f‘L(P~Q)

Q\‘,_.

s 5
< |f|L?p,oo) |f|z(p,q)

Les espaces de Lorentz sont des espaces de Banach.

A.1.2 Dualité
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Théoréme A.1.5 : Dualité

Sur tout espace (X, p) avec p o-fini sans atome :
Si0<p<let0<gq<oo, (LPD) ={0}
Sio<q<1, (Lt9) =L

Sil<gq<oo, (LMD = {0}

)
)
)
iv) LoD ¢ (L))
) Sil<p<ooet0<q<1, (L) = [@)
) Sil<p<ooetl<q<oo, (LWD) =LFd)
) Sil<p<oo, L@ C (L)) : il existe des formes linéaires s’annulant sur les fonctions simples
)

(L(5>)) = (L) = bo est I’ensemble des fonctions & variations bornées définies sur les boréliens.

Démonstration. On décompose X = U]O\,o:1 Ky ou (K )N est une suite croissante d’ensembles mesurables de mesure
finie.

Soit T € (LP9). On considére la mesure o : E +— T(1g), qui vérifie |o(E)| < (p/q)" || T||u(E)*/?. Donc o0 << u
et il existe g :— C mesurable vérifiant

VN € N, / lgldi < 0o,  VE mesurable, T(1g) = / gledu
Kn X
Par linéarité et densité des fonctions étagées dans L®®) (pour ¢ < o0), on obtient

Vie LW, T(f) = /X afdn

i) :Supposons 0 < p < 1. Prenons f = a,1g, une fonction étagée sur X. Comme 1 ne posséde pas d’atome, on
peut séparer chaque F,, en une union de F;, de mesure inférieure a Nfl/uL(En). Notons f; := Zn anlg, . Ainsi,
Il fill Lo = N‘l/prHL(p,q). Par conséquent,

N
T <D AT < ITINTYP) fll o
j=1

Comme 0 < p < 1, la limite N — oo donne T'(f) = 0.
ii) Passons au cas p =1, 0 < ¢ < 1. Chaque g € L* définit une forme linéaire continue sur RS

] / fgdu] < Nglz= s < C@lglloe 17l

Réciproquement, la fonction g définit précédemment vérifie pour tout £ C Ky et tout N > 1, | [, gdu| < ||T||u(E).
Donc |g| < ||T|| presque partout et g € L.

iii) Dans le cas p = 1, 1 < ¢ < oo : supposons par l'absurde que [g| > § sur un ensemble Ey avec u(Ep) > 0.
Prenons h € L9 positive et posons f 1= #hlEO. Alors

Al L (k) < Cla, Eo)
1) - 1)

1Pllzr 20y = T() < NTWHf Lo < (T TPl L (0
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Ceci étant vrai pour tout h, on obtient 7" = 0.
iv) Dans le cas p = 1, ¢ = 0o : Cwikel et Sagher, L(p, c0)*
Pour f € L) on pose Ny(f) := limsup,_,,t>f**(t) o On considére des ensembles disjoints (E,)nen tels que
p(Ey,) =2"" et on pose f:=> 2"1g,.
De sorte que f** > (7)™ et No(f) = No(37) = 3.
Ny définit donc une semi-norme non triviale.
v) Danslecas 1 <p<o0,0<q<1:pourge€ L)

Rt a1 odt
[ taanl < [T 6700 OF < Wl ol < ol o ol
X 0

Réciproquement, considérant f := ﬁl{‘ g|>a}» on trouve

ap({lgl > a}) = ‘/X fgdu‘ <7 e = (2;); IT(lu({lgl > a})7

Par conséquent, ||g|l ;. = [|T]-

vijCasl<p<ooetl<g<oo:ona

O r o dE
[ ta < [T 6500 OF < Wl ol
0

Réciproquement, pour tout f € L®9  le fait que p est sans atomes donne

/’fwfwﬁzsw
0 h,dh=df

(/‘hgdu‘é VTl o
X

Considérons f telle que f*( ft/2 57 1g*(s)qlfl%. Alors
%0 >0 as]" at\ " At ’
q g, ;. ds o0 1, q q <
Hmmmzt/tp/ 7S ) <cwa ([ o] T) = cralslf ., <o
0 /2 st 0 t
Ainsi,

’

A (g ()t < Co, QI 7

D’un autre coté,

<, a (57~ ds * o [t 4 _ids /
/’f@ )dt = / / Lgt(s)0 1% @ﬁz/ gmq/ Y it = O, a) ol
0 t/2 5 0 t/2

Par conséquent, ||g||; e .y < C(p, )T sous la condition ||g|| .« < co. Mais il suffit de remplacer g par glg,,
on trouve [|g|| L. (i) < C(p, @) || T et on passe & la limite N — oo.

vii) : M. Cwikel, The dual of weak L p
Montrons d’abord
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Lemme A.1.6 :

Sig: X — Ret K > 0 est mesurable vérifiant pour tout fonction simple f, |fX fadul < K| f|lL@.o, alors
ge L&D,

Démonstration. Si E est un ensemble de mesure supérieure a t,
/ lgldp = / 1esgn(g)gdu < K|lsgn(9)1ellpw. = Ku(E)'/?
E b'e

Et il suit que t'/7'g**(t) < K donc g € L#">),

On appelle famille monotone continue (CMF) sur X une famille (A;)y<;<,(x) d’ensembles mesurables vérifiant
Ao =10, Ayx)y=X,sit <salors A; C Ay et Vt, u(A;) =t

On dit qu'une CMF (A;); support une fonction mesurable positive h si

vVt € (0,u(X)), [hllree(x\a,) < essi;llfh

En particulier, comme X est non atomique, pour tout A > 0, il existe une CMF sur E) := {|g| = A}, que I'on note
(BQ)OSQSM(EA). Alors les ensembles

A :=A{lg| > g*(t)} U Bzeg—gj(g*u))

forment une CMF supportant |g|.
Posons s := 3, 2_k/p1A2k+1\A2k. Alors s* =%, 2k/p1[2k72k'+1) et on obtient que V¢, t~1/P < s*(t) < 21/P¢=1/p,
De plus, (A): supporte a la fois s et s|g|. Ainsi,

dt °

ol < [ T = [ tgma<c [ sgea<c | sl

Montrons que essinf 4, (s|g|) = (s|g|)*(¢) presque partout. Posons h = s|g|.
Comme (A¢); est croissante, t — essinf 4, h est continue & gauche. De plus,

Vit € [0,u(X)], essinfh = sup essinfh
Av (E)>t

En effet, si u(E) > t, alors essinfg h = min (essinf,np h, essinfpy 4, h). Or si p(Ay \ E) > 0 et u(E\ Ay) > 0:

ess inf h <ess sup h <essinfh <ess inf h
E\A, X\ A, Ay ANE

Donc essinfg h < essinfy, h.
Si (A \ E) = 0 alors A, C E pp car u(A4:) =t < p(E). Idem si pu(E \ A¢) = 0. Dans tous les cas, on conserve

essinfg h < essinf 4, h et on obtient 'identité voulue.
De sorte que

[{t | ess i{glfh > a}| = sup{t | ess ij‘lfh > a} = sup{u(FE) | ess i%fh >a} = u{h>al)

Donc ¢ + essinf 4, h et h* sont décroissante, de méme fonction de répartition. Donc elles sont égales presque partout.
Par conséquent,

N
sgn(g) Z 2_k/p1A2k+l\A2k < 0

k=—N

”g”L(p’,l) < C|sg|L<1,1> < C// |sg| < C'Klimsup
X N— oo .(5,00)
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On considére Ny et No les semi-normes sur L®>) données par

No(f) := lirtn_>s(1)1pt1/pf**(t) et Noo(f):= liﬁsuptl/pf**(t)

On note Sy C (LP>)) I’ensemble des formes linéaires continues pour Ny et So, C (LP°)) 'ensemble des formes
linéaires continues pour Nuo. Montrons que (L®#>)) = L®"1) ¢ Sy & 5.

Soit I € (LP>))" et pour tout ensemble mesurable F, v(F) := I(1x). Alors v est o-additive et absolument continue
par rapport a u. Donc v posséde une dérivée de Radon-Nikodym ¢ et donc pour tout fonction simple f, I(f) =
Ix fadp.

Par ce qui précéde, g € LE"D et I'inégalité de Holder donne que f +— fX fgdp est continue sur L® ). Ceci montre

que (LP>)) = L¥1) @ S ot S est 'ensemble des formes linéaires continues qui s’annulent sur la fermeture de
I’ensemble des fonctions simples.
On veut montrer que S = Sy @ So. Pour [ € S, prenons a > 0 et posons

Ve L o(f) = 1(f1gpsay) et loo(f) =1 1{f1<a)

De sorte que | = |y + lo. De plus, on remarque que es définitions sont indépendantes de « car [ € S donc pour tout
a,B>0et f,g € LP>®) les fonctions

FLp1>a) = L1156}

yncay = Myn<s
sont annulées par [. Ainsi lo(f) = lima oo [(f1{]f>a}) €t loo(f) = lima—o I(f1{jf|<a})-
Sous cette forme, on voit que pour tout € > 0, lo(f) < [[l[l(Lw.=)) SUPg<scc t1/7 f**(t) et donc ly € Sp.
Pour voir que loo € Soo, on remarque que pour tout f € L®P) en posant f, = Tl f1<a) + @lyjfj>a}, 00 a
loo (f) = loo(fa) avec sup, o t1/P f2%(t) < SUDy> £, (@) /P ().

viii) : Akilov/Kantorovich : Functional analysis, chapitre 6, section 2, théoréme 2
Soit ¢ € bo(X, ). On cherche & définir l'intégrale par rapport & ¢ de la maniére suivante : si f : X — C est
une fonction simple de la forme Y7 | A\j14, avec les A; mesurables, on pose [ f(z)dp(x) := 3" Nid(A;). Alors
| [ fo| < ||fllz=|l¢ll7v de sorte que I'on puisse étendre I'intégrale par rapport a ¢ sur tout L et on obtient une
forme linéaire continue L sur L vérifiant || L|[(ze) < ||¢]|7v. Montrons I'inégalité inverse.
Pour tout € > 0, il existe des ensembles mesurables (A4;)1<i<, deux & deux disjoints tels que |J ;Ai =X et

lollrv < Z |p(A:)| + €
i=1
Considérons f:= """ sgn(p(A;))1a,. Alors ||fllpe < Let [ fdp =371 [¢(A;)| de sorte que

Illzv < / Jd6+ e < Ll ey + ¢
X

Ainsi, [|L]|(zoey = [[@llzv-

Réciproquement, considérons L € (L°°)'. En posant ¢(A) := L(14) pour tout ensemble mesurable A, on obtient une
fonction ¢ vérifiant VA, u(A) = 0= ¢(A) =0 et ||¢|l7v < ||L[|() . Par construction de I'intégrale par rapport a
¢, onaVfeL>®, L(f)= [y fd¢ et le résultat suit. O

A.1.3 Interpolation
Lemme A.1.7 :

Soit p € (0,00) et g € (0,00}, 2 C R™ et U C R™ ouverts, T : L1 (Q) — L(©°°)(U) un opérateur quasilinéaire
continu :

ITON] = INIT)], 1T +9)| < K(T(@)] + IT(9)]), YVACQ, [T(Aa)] L < LIAP
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Fixons ag € (O,min(léz%gg) q)) Alors pour tout a € (0, o), il existe C' = C(p, ¢, K, @) > 0 telle que

vf e LeIQ), |T(f)lp@= < OLIfllee

Démonstmtzon Par quasilinéarité, il suffit de montrer le cas ou f est & valeurs dans R,.

Posons a; = 1og(2K) de sorte que (2K)* =2 et o < ayq, donc

aqp m a

Vfi o s IT(fi 4+ f) <4 ZIT o] <a i)
j=1

j=1

Montrons que pour tout f > 0,

1T s < Cla, @)LIAL | £ 1
Quitte & multiplier par une constante, on peut supposer f < 1. On note alors f(z) = Z;’il d; (7)277 la décomposition
de f(x) en binaire, avec d;(x) € {0,1}. On pose By := {z € A | dj(z) = 1} et on obtient fl4 =3 72,2771, 1l
suit

IT(f1a)llpam < 4| D 27%T(15))
j=1
L(a,o0)
1
< 4| 27T
Jj=1 L(Z.00)

ES
=

IA
W~

ZQijOLHT(lBJ)”%(q,oo)
=1

AL [ > 279 B;|/P

<
j=1
op AL
- (1 _ Qa)l/a
Et on obtient le résultat avec C(q, o) = (1_2% Maintenant, on considére une fonction f = »° _, fla, ot

Ay = {527 < |f] < £*(2™)}. Observons que

[Anl = {f* @) < fr < @M} = 2", 2" =27
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Par conséquent,

1

TN e < 4 <Z|T(f1An)a>
nez L(a,00)
< 4(2 17(f1a,) %(qm))
nez

neEZ

8L N
< g8l

Lorsque f n’est pas & valeurs dans Ry, on sépare en f = f1 — fo + i(f3 — f1) avec f; > 0 pour tout j. On obtient

le lemme avec
log(2) \ "/
1— 2«

C(pvq,K,a)=C(p)K2<

Théoréme A.1.8 :

Soit 7 € (0,00], po # p1 € (0,00] et go # ¢1 € (0,00]. Soit T un opérateur quasilinéaire défini sur LP° () +
LP1(Q) a valeurs dans les fonctions définies sur U. On suppose qu'il existe My, M7 > 0 telles que

VA mesurable, [ T(L1a) | sy < Mol AP0, [T(La) | pior.oor oy < My| AP

Soit 8 € (0,1) et posons
1-60 0

1 1-6 0
p— + p—

1
P po  p ¢ @ @
Alors il existe M = M (K, po, p1, 90, q1, Mo, M1,7,0) > 0 telle que

Ve LP(Q), Tl pwn @y < MIfllren o)

Démonstration. On peut supposer pg < p1.
Considérons d’abord p; < oo. Le lemme précédent donne I'existence de Ay, As > 0 tels que sim = % min(qo, q1, log)(%),

1T Loy < AollfllLwomrs  NT(F)parcer < Aollfll wrm

Notons

SRS =
3 -lz -

Pour t > 0 et f € L") (Q), on note

P = { § SO g (@ S @)

0 sinon sinon
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et on obtient la séparation f = f + f;. Observons alors que
. f*(s) . @)
re={] {18

L(po,m)(Q) et fi €

si0<s<t?

sis>tY sis>tY

Par conséquent, f* € LP1m)(Q) pour tout t > 0. Ainsi pour 7 < oo,

ITAlwn = [ETE) @)y

si0<s<tY

LT(%?))
Lr(d:))

Lr(d:)D

1 *
< E|te (1T + 1T Ol e ay
1 * t Y * 3
< KIAT() () + TG ()l
1—r 1 * t 1 * t
< Kuax@' 7 1) (BTG (Gllarca + BT (Dl
< Kmax(27 )(2q°A0 £575 || ]| oo Lr(dt)+2HA1‘tafﬁﬂft”,:(pl,m)
T
- 1 1_ 1
< K@% 1) (2540 [ F DN g, 4 25 40 [ g
27 A v *
. a9 11 m m
< Kmax(21»" , 1) 1/TO u (o ;‘)( f (s)™sro 1ds>
ol 0 Lr(dt)
271 A > *
q1 m. m
1/: o) </ Fru)™sm s + fr(s)Mser ™ ds)
h/| u Lr(%)
1
—r 290 A o ro_ 1)d
S Kmax(er ,1) ’ 1;)7, 17’ 1 (/ [Splof*(s)] S T(plo 8)
ml|y| 7“(,70—5) 0 §
2wt A
l-r a-mA | Py r
+ max(2°F 71)71/1« —Ifll L +ﬁ‘ v pl)f (u)" urr
ml|y| m (5= ;)
2w Ay 1 om Ay [ 1
1—7r 90 1—7r 91 m
< Kmax(27 1) | o [l +max(27, )= |
Y A7 |

Pour r = oo, il suffit de passer a la limite.
Pour le cas p; = 00, les hypothéses donnent que pour tout A mesurable et tout 6 € (0, 1),

IT(A) || paer < My~ MP|AIMP

Fixons A € (0, 1) et posons
1 1—X A 1

1-X A
= — + R
bx Po n qx qo0 q1
On applique alors l'interpolation entre (pg,qo) et (px,gx) et le résultat suit.

Théoréme A.1.9 : Interpolation

continu dont le domaine contient |
soient continues.
Alors pour tout 6 € [0, 1] si

ro<r<ri

1 1-6 6 1

Po P1 r To T1

7

1
+ 1 _ 1] |f||L(PvT)>
p p1

Sot Q@ C R™ et U C R™ deux ouverts. Soit 1 < rg <r; < oo et 1 < py# p1 < oo et T un opérateur linéaire
L™(2) et tel que T': L™ () — LPo(U) et T : L™ (Q2) — LP*(U)



Alors pour tout ¢ € [1,00], T : L9 (Q) — L9 (U) est continu et

r\7 .1 r 1
1T Lra) (@) L0 () < np 27 mllﬂ\yn(ﬂpmﬂ@ + - T”THLTl (Q)—LP1 (U)
ou
1 _ 1_ 1
-k h ik
0 r 1
Démonstration. Théoréme précédent.
A propos d’applications harmoniques : (tiré de [5])
La fonction de Green d’une boule B C R™ :
1 1 R lz| [27" .
Gla,y) =4 T (|x—y"2 T Tl fy‘ sin 23
%(log|x—y|—log %x—%y‘) sin=2
vérifie pour tout x € By :
AyG(z,y) =0 poury € Br\ {z}
G(z,y) =0 pour y € OBgr
et pour tout u € C?(Bg),
oG
Ve € Br, u(z)= [ G(z,y)Au(y)dy+ u(y) 5~ (2, y)dy
Bgr OBR Vy

Théoréme A.1.10 :

Soit u : By C R? — R harmonique. Alors

YO<r<R<2 Vpell,o], 3C =C(r,R,p) >0,

IVullze(s,) < ClIVullpe zg)

Démonstration. Soit 0 <1 < R; < R < Ry < 2. On applique la formule de Green : il existe C' € R telle que

+

]

R
BhpSR l d
Iarlm RyDU(y)y

—2

1
Ve € By, u(z) = o - Oy <log|x—y|—10g
R
1 Yy y—x
21 Jop, \ R’ |y — z|?
1 Yy y—x
27 Jop, \ R’ |y — z|?
1 (y,y — )
2R Jop, | ly—f?
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De plus, un calcul donne

1 2 o R\’ ERE x
Z — el = —y—2 (= el
Vel v v |x|2+<x|> Ty BT (R) Y) P

dont la norme est contrdlée par ﬁ et pour |yl = Ret |z| <r, on a ‘%x — %y‘ >R—r.

R _lal

R Rz
T

" R

Par conséquent, il existe ¢ = ¢(r, R1, R2) > 0 telle que

c
Vr € B, |Vu(zx Si/ U
Vel < g [

Or pour tout A € R, la fonction v := u — A est également harmonique et on obtient

C

YAER, YR (R, Ra), Y € By, |Vu<x>|s—2/ [u(y) — Aldy
(R—71) 8Br

Donc si l'on intégre pour R € [Ry, Ro],

R>
VAeR, Yz € B,, |Vu(x)| < c(r, Rl,Rg)/ / lu(y) — AdydR = c/ lu(y) — Aldy
Ry OBRr BRZ\BRl

Maintenant, en prenant pour A la moyenne de u sur Bg, \ Bg,, l'inégalité de Poincaré donne

Ve € By, |Vu(z)| < c(r, Ry, Re)|[Vull21(Bry\Br,) < cllVullpi(sg,) < cllVullpee (g, 1@ (8g,)

A.2 Espace BMO

Cette section vient de [I7], chapitre 3.
A.2.1 Moyennes locales

Definition A.2.1 : Espaces BMO et VMO

Pour f € L}, (R™), on note

loc
m 1
Vr e R 3 VT>07 fﬁl:,T:fB(w,T): |B($C T')| ( )f
) B(xz,r

On pose
|f(y) — Jzr

1
||f||BMO(1Rm) ‘= Ssup dy

z€R™ r>0 ‘B(.’L’, ’l”)| B(z,r)
et BMO(R™) est 'ensemble des f telle que || f|| prpromm) < +00. BMO(R™)/R est un espace de Banach.
On pose

VMOR™) = {f € BMO(R™) | vz € R™, Wlﬂ F@) = faor

B(z,r)

o]
T—+00
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Proposition A.2.2 :

Soit f € LL (R™).

(i) Supposons qu'il existe A > 0 tel que pour tout cube @ de R™, il existe ¢ € R vérifiant

1
|Q/Q|f<w>—cQ|dx<A

Alors f € BMO(R™) et || fllBamo < 2A.
(i)
1 . 1
L\ fllssro < supinf = / 1F(@) — eqldz < [[fllsmo
2 o ce Q| Q
(iii) Sihe Rm, alors ||f( — h)HBMO = HfHBMO

(1V> Si A > 0 alors Hf()\)HBMO = ||f||BMO
(v) Si f,g € BMO(R™) alors

. 3
I flllBao < 2| fllBro,  [|max(f, g)llBao, || min(f, g)|Bro < (Hf||BMo + llgllBaro)

(vi) |l[llBamo est équivalent a

o = s o [ 11(e) = flds

boule

la constante dépend de la dimension.

Démonstration. (i) : Il suffit de voir que pour tout cube @ et presque tout = € Q,
1
|f(x) — fol <|f(z) —cql + |fq —cql < |f(x) —cql + @] /Q |f(y) — cqldy

On prend la moyenne et on obtient || f||ppo < 24.
() : L’inégalité de gauche suit directement de (7). Celle de droite vient du choix ¢g = fq.
(v) : Pour la premiére inégalité, si z € Q, |f(z)| < |f(z) — fol + |fq| donc en intégrant,

[flo < If = falo + [fol < 1f = faolo + fo — f(@)| + | f(2)]
Ainsi,

1 1
‘ ()|~ Q|/Q|f(y)ldy ‘ < |f(x) - fal +|Q|/ F@) — foldy

D’oit le résultat. Pour le min et le max, on utilise que min(f, g) = f+g7|fg\ et max(f,g) = HLM
(vi) : Etant donné un cube @, on considére la plus petite boule B qui contlent Q. Alors |B|/ |Q\ = 27™ %/ mu,, ou
v, est le volume de la boule unité. Donc

L |B‘ _ VnL \/>
a1 1@~ gslde < (G 170 fulde < P Sl

Donc (i) donne || f||zapo < 21wy, ®/m|| fllsmo,- On fait de méme pour I'autre sens, étant donné une boule, on
considére le plus petit cube contenant cette boule et on utilise (¢) pour ’espace BM O, O
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A.2.2 Inégalité de John-Nirenberg

Lemme A.2.3:

Notons Qg le cube unité. Soit f € L'(Qo) positive et a > [Qo| ™" [, f-
Il existe une famille de cubes diadiques disjoints (Q;); telle que f < a presque partout sur Qo \ U; @; et

o < Q]! fQj f<2"a.

Démonstration. Coupons @ en 2™ cube diadiques et conservons un cube @ si @ < |Q|™! [, 0 I
Pour les autres, on continue de couper et on garde les cubes vérifiant o < |Q|7} fQ f. On note (Q;); les cubes

gardés pendant ce processus.
I1 ne reste qu’a vérifier la premiére propriété. Si @ est un prédécesseur de @; (un cube contenant (); de c6té deux

fois plus grand). Par construction, on a a > |Q| ™! fQ f- Notons F' = Qo \ U, Q-
Pour tout « € F, étant donné la maniére dont on a construit (Q;);, il existe une suite de cubes (Q'); contenant x

vérifiant

1 )
- f<a e diam(Q') ——0
Q7 Jq: troo

Le théoréme de Lebesgue donne f < « presque partout sur F.

Vi,

Théoréme A.2.4 : Inégalité de John-Nirenberg

Soit u € L1 () vérifiant

VB(SL'/I’) CQ, ‘u_u:c,r| SMT”
B(z,r)

Alors il existe pg = po(n) et C = C(n) tels que
o€ Q| fule) - ugl > )] < QI
En particulier,

VB(z,r) C £, et [umuarl < Cpn
B(z,r)

Démonstration. Supposons 2 = Qg. L’hypothése se réécrit
¥Qc Q[ Ju-uol < MIQ
Q

Quitte a diviser u par M, on peut supposer M = 1. Prenons o > 1 > |Qo|~! fQo |u — ug, |- Appliquons le lemme

précédent & f = |u — ug,| : il existe une suite de cubes disjoints (Qg-l))jzl telle que
1 . (1)
— lu—ug,| < 2", |u(xz) —ug,| <, pour presque tout x € Qg \ U Q:
|Q(1)| QY \ J
J J j>1

En particulier,

(1) <l/ - < 1l
;IQ] < Qolu uQol < =

1
V7, |u (1)—UQ|§7/ |U_UQ|§2"O[
Qj 0 |Q;1)| QW 0
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Par définition de ||.||pmo :
1
V],i/ |U*U(1)|§1<O¢
Qe

On applique le lemme précédent a f = |u —u Q(.”' dans Q;l) : il existe (Q;z)) j>1 une suite de cubes disjoints dans
J

Uj21 Q;l) telle que

o) < L _ 15~ o0 < 1@l

et |u(z) — uQu)\ < « pour presque tout x € Qél) \ Uj Qf), ce qui implique |u(z) —ug,| < 2-2"a pour presque tout
i

zeQ\U; Q.

Continuons ce processus : pour tout k > 1, il existe une suite de cubes disjoints (Q;k))j telle que

Z |Q§-k)| < @, et |u(z) —ug,| < k2"a pour presque tout z € Qo \ UQ;M
- : « -
j

Donc

o € Qo | Ju(z) — gyl > 2ka| < D[] < 1%

j=1
Pour tout ¢ > 0, il existe k € N tel que t € [2"ka, 2" (k + 1)a). Pour ce k,

loga,

k —(k+1) log o < e~ T

a v =ae

Par conséquent
log o
{z € Qo | [u(z) — ug,| > t}| < |Qolae™ %"

Donc pour tout cube @,
log o
|{33 €Q| Ju(x) - UQ| > t}| < |Q|ae™ Tt

+
/eﬁ%m(m)—umdm _ // 1{|u1 ug|>t} dexey 4
o og o

2n+la

_ /+°° [{lu—uql > t}] _ese,

Donc

log v
2n+l

+oo @] _ _loga t
‘Ql log o e 2 ilatdt
0 2n+1q

IA

Corollary A.2.5 :

Pour tout p € (0, 00), il existe B = B(p,m) tel que

1

Vf e BMO(R™), sup (@/QU—fQV")p < B|/fllzmo
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Démonstration. On calcule :

22|/Qf_fQ|p - |%‘/0 o {|f = fql > a}| da

IN

C(p,m) / P Le oo da = C'(p,m) | f % pr0
0

Corollary A.2.6 :
Pour tout p € (1,00) et f € BMO(R™),

1 P
Ifllnas0 = sup (@ /Q () - fQ|pd:c)

A.2.3 Fonction maximale

Théoréme A.2.7 : Fonction maximale et potentiel de Riesz

Soit n > 2, f € LY(Bgn(0,1)), n > a > 0 tels que

Maf - (m sup — y )fl) € L=(B(0,1))

r>0 T

Alors iz * | f| € BMO(B(0,1)).

Démonstration. Soit xg € B(O 1) et 7 > 0 tel que B(xo,3r) C B(0,1). On pose f = |f|1p(,.3r) et [’ = |f] =
Montrons que \rl" x f

/ i>|<f’ = / / adydw
B(xo,r) |x|a B(zg,r) Y B(xg,3r) ‘Jf—y|

r’dzx
|f (2o + 3ry) / —— (3r)"dy
/B(o,l) ( | B(0,1) re|z — 3yl* (
dz

pne [ peoraplay [ L2
B(0,1) B(0,4) |2|
C(a)r" Mo f'(x0)

Ll ()
" B(zo,r) |x‘a ‘m|a To,T

* " sont dans BM O. Commencons par f :

IN

IN

Donc

S CMaf/(‘rO)

)

Passons a f” : si z € B(xo,3r)° et € B(xo,r) alors |xg — z| > 3r et |[x — z| > r, donc

1 1 1 1
[ (@)= e+ (o) = | ( - ) £ (2)| dz| < (3_“+1)T_"/ | < Cla)Maf" (xo)
“T|a |x|a B(zo,37)¢ “T - Z‘a “TO - Z|a B(zo,37)°
En intégrant, on obtient le résultat voulu. O
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En particulier, comme « < n, il existe p > 1 tel que 1/|z|* € LY (R™) et donc ﬁ x| f| € LP(B(0,1)).

loc

On pose pour tout f € L} (R") :

loc

1
Mf:x—sup——— f(y)|dy
B0 Sy Y

Théoréme A.2.8 : Théoréme maximal

Soit f: R™ — R.

(a) Si f € L, alors pour tout a > 0,
c(n
rs > < 2 [ fla
« R™

(b) SifeLlavecl <p<oo,alors MfeLPet

1M Fllp < Apll £l

avec A, — oo lorsque p — 1.

Autrement dit, M est continu de L' — L(1:>°) et LP — LP pour p € (1, 00].

1

o) comme la fonction maximale

Pour démontrer ceci, on aura besoin de poser la fonction Mf (pour f € L
décentrée définie par

- 1
M f(x) = sup {W/ |fldw | B boule contenant x}
B

Remarquons que M J est semi-continue inférieurement comme sup de fonctions continues.
Deplus,ona M f < M f < e¢(n)Mf. En effet, si 2 € R™, soit B = B(y, d) une boule contenant . Alors B C B(x, 26).
Donc

: 71d .
L » Lt
|B(y:0)| JB(y,8) |B(2,9)] /B (,26)
2
|B(,20)| Jp(x,20)

| f|dp

| fldpw < 2"M f ()

Donc Mf < 2"Mf.

Démonstration. On commence par montrer (a).

Soit o > 0. Posons E, = {x|M f(z) > o} (c’est un ouvert car M f est semi-continue inférieurement). Soit £ C E,
un compact.

Par définition de E,, pour tout = € F, il existe une boule B, telle que x € B, et

1
Bal < [ Ir
B@?

Par compacité de E, du recouvrement |, B, on peut en extraire un recouvrement fini. En parcourant les boules
dans l'ordre décroissant de leur rayon et en enlevant celles qui intersectent les précédentes, on peut en sélectionner
une sous-famille disjointe By,...,B,, vérifiant |E| < c¢(n) >}~ | Bxl.

Comme chaque By vérifie I'inégalité précédente, on obtient

u(e) < = [ 11l
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En prenant le supremum sur tout les compact E C E, et en utilisant le fait que M f < Mf,

[0f > o < | > all < £ [ 1]

Montrons (b). 3 3
Tout d’abord, notons que M(f) < M(f1) + § ot fi = flyf>a;3.
Donc {M(f) > a} C {M(f1) > %} et on obtient alors

Oy N

«

Ainsi,
oo 2f]
J@tppan=p [ uis > aprtaa < [ ( / ap-Zda> <2 P [y

D’ou le résultat avec A, = (2P 'ep/(p — 1))% qui tend vers co lorsque p — 1. O

A.3 Deécomposition de Paley-Littlewood

Cette section vient de [16], chapitre 6.
On considére ¢ € S(R™) radiale dont la transformée de Fourier est positive, supportée dans 'anneau {1 — % <
€] < 2}, égale a 1 dans Panneau {1 < [¢] < 2 — 2} et vérifiant D(€) 4+ 1(€/2) = 1 sur l'annecau {1 < [¢] < 4 — 2}
(pour cela, on considére une fonction radiale vérifiant ces propriétés et on prend 1) comme sa transformée de Fourier
inverse).
Ainsi, pour £ # 0, on a ZjeZ $(277¢) = 1. On définit alors 'opérateur de Littlewood-Paley A; donné par

Ve SR™), F(A;(f) =F(AY(S) =276 f(©)

Ainsi, en notant y—; := 29™(27-), on a Aj = 1hy—; * -

Théoréme A.3.1 :

Il existe C' = C'(m, 1) > 0 tel que pour tout p € (1,00) et f € LP(R™),

1
2

1
1A (NI < Cmax(p, —)If | zrm)
jez p
Lp(R™)
Si f e LY(R™),
2
1A NI < Cllfllr@m)
JEL
L(l,oo)(]Rm)

1/2
Réciproquement, si f € S'(R™) vérifie (EjeZ |Aj(f)|2) € LP(R™) pour un certain p € (1,00), alors il
existe un unique polynéme @ tel que f — @Q € LP(R™) et

1
If = Qllzr @y < Cmax(p, =) Do 180P

JEL

L (R™)
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Démonstration. On considére d’abord le cas p = 2. Plancherel donne

L Enpe = [ Sperofor

JEZ JEZ

/ ' @A) de
JEZ {29(1-1)<lg|<27+1}

= 277 2 dg + 27 2 d
j%(/{y(l_)ql<2]}|w< oferas [ weTOfE s)

< FEV? d V2 d
- Z</{2j(1—%)S£|§2j}|f@)| E+/{2j<|§|§zj+1}|f(§)| 5)

JEZL
< 2|flZ
Dans le cas ol p # 2, on considére Popérateur T : f — (A;(f))jez. Alors en notant K(x)(a) := (¢o-i(x)a)jez, T
s’écrit

T(f)(z)( wzj(wy)f(y)dy) — [ K-y )dy

R™ JEL Rm

1/2
K(z) : C— I*(Z) est un opérateur borné¢ avec ||K (2)|lcopzz) = (ZjeZ [tha—s (:r:)|2) . Donc pour |z| > 2|y|,

[N

1Kz —y) = K(@)llcoiz@ = | D Wa-ile —y) = o (@)

JEZ

IN

Yo @ —y) —ves@P+ Y |ai(w—y) = tyi(@)

) =, ) ~
JEL,29 < JEL2> 2

1
2

2
, 97(n+3%)
oo2j(m+1) 2 2 oo %—
Z (VYL ly))* + Z 1] oo |y (1+ 27 1[g[)n+]

JEL,2I < F JEL,21 > %
ly| ly|'/?
C(m, ) <|x|n+1 + |x|n+1/2

Par conséquent, K vérifie la condition de Héormander

IN

IA

vy € R™, /| o V@) = K@)l syt <O
z|>2|y

Et donc T" admet une extension bornée de LP — LP (pour tout 1 < p < 00) et LY — L0,

Passons & la réciproque. Prenons f € S’(R™) et notons A} : f Fftpo-;] l'adjoint de Aj. Alors )
converge dans S’ (R™).

En effet, la suite donnée par VN € N, uy := Z|j|<N A%XA;(f) est une suite de Cauchy : on remarque que pour
M > N et g€ S(R™),

AFA;(S)

JEL

1

[ (uns9) = (unr, g) | < ||| D185 (N)F Yo 18P
i Lo || \vslil<m .

M
N
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Donc ({un,g))n converge vers une certaine limite A(g) et il faut montrer que A € S'(R™). On a

1 1 1

2

Alg)] < (Z|Aj<f>|2) (DAJ@P) < ) (ZAj(f)IQ) ol o

Lp Lp Lp

En particulier, A € S'(R™). et >_; A7A; converge. De plus, F {f — ez A;Aj(f)} est supporté en 0. Donc
f- ZjeZ AZA;(f) = Q est polynomiale. On peut estimer :

[(F=Qa| = 13 (A,
JEZ
< [ (ij(m? ZAJ-W) s
Jez JEL
< (DAJ-W) (ZAJ@)F)
JET L | \iez L
<

C(m,p') (Z IAj(f)Q) g1l

JET
Lr

1
2

(Syee80P)

Par conséquent, ||f — Ql|rr < C(m,p’)
Lp

On remarque que pour tout j € Z, A; = (A;—1 + Aj + Aj11)A;. On définit la fonction Schwartz ¢ par

VEER™,  §(6) = { 1sto ¥(277¢) : g ig

Et on introduit Popérateur Sy en posant So(f) := ¢* f. On a ainsi Sp+ Z;’il A = id qui est une série convergente
dans S"(R™).

Théoréme A.3.2 :

Soit s € R et p € (1,00). Alors il existe C = C(m, s, p, ¢, 1) > 0 telle que

(NI

Ve WPR™),  |[[So(f)llze + (Z(2js|Aj(f)2> < C|lfllws»
j=1
Lr

Réciproquement, il existe C = C(m, s,p, ¢,v) > 0 tel que si f € S/(R™) vérifie

j=1

[So(F)llLr + (Z(zﬂ'smj(f)ﬁ) < 400
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alors f € W*P(R™) et

I fllwer < C | 1So(f)llze + (Z 25| A (f
j=1

v
V]

Lp

Démonstration. Pour f € §'(R™), on note f, := F~1[(1 + |[?)*/2f]. De sorte que si f € WP, || fllwer = || fsll £o-
Supposons d’abord que

Jj=1

1S () lze + (Z 2%, (f ) < too

Alors fs = f’l[czgfs] +F (1 - gf))fs] Prenons 79 une fonction lisse a support compact, égale a 1 sur le support de
$. Ainsi,
oL = F [+ 6P 2no(€)So(H)(©)]

ce qui donne (par composition d’opérateurs continus sur L?)

IF o flllze < CllSo(£)llze
On considére maintenant une fonction 7, qui s’annule sur un voisinage de 0 et qui vaut 1 sur supp(l — (;AS) Ainsi,

(1 + 1€1)*" 2100 ()
€l

F [y - denfe) = | (1 — S (@

et donc en notant fo, := F1[|€]*(1 — $(€))f(€)], on trouve

171 = &) filllze < Ol fsclle

Pour montrer que le membre de droite est fini, on va appliquer la décomposition de Littlewood-Paley. Considérons
¢ une fonction lisse & support dans {% < €| < 4}, égale a 1 sur supp(v)). Posons 6(&) := |£|°C(£) et on introduit la
décomposition associée a 0 :
0 A
A g FHgb(277)]

11 suit que, étant donné 1 — qg(f) = Z;’il @(2‘%‘),

oo

foo —Z|€| $(279€)¢ f = 2%(277¢)0(277¢) f

Jj=1 Jj=1

et donc foo =377, A?(QjSA;P(f)) et il suit

| foollzr < C (E |2jSAj(f)|2> < 400
j=1
Lr

Reste a obtenir Iautre I'inégalité. Supposons maintenant f € W*P.
Notons que (1 4 [£]2)7%/24(€) est un multiplicateur de Fourier : ||So(f)|lzr < C|lfsllze = C|lf|lws.r-
Ensuite, posons o(&) := |£|~ 51/)( ) de sorte que pour j > 2, é s’annule sur le support de G(277") et

25h(2798) f = 6(277€)[€]° f = 6(277€)I€]* (1 — $(€)) f
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Ainsi, 235A¢(f) AZ(f). On obtient

ol
N

DAY ()P = ||| Do 1AT(f)? < Cllfsollze
j=2 j=2
Le Le
Or .
S(1— A(EN F €17 = 9(9) 7
= © 1 — = s
(&) = 181°(1 = 9(€)) S (&) (1 + [€[2)/2 f
et donc [lfaellzo < Cllfell = Cll -
A.4 Espaces de Hardy
Cette section vient de [17], chapitre 2.
A.4.1 Deéfinition
Definition A.4.1 : Espace de Hardy
L’espace de Hardy H!(R™) est 'ensemble des fonctions f € L'(R™) vérifiant :
Si € C(R™) est telle que [, ¥ = 1, pour t > 0, ¥y : & — t7"(x/t) et M(f;9) : & = sup,q |[¥e * f(2)],
alors M(f;1) € LY(R™) et

Il fllar ey = | fllor @y + (1M (F590) | 21 ey

Le lien avec la transformée de Riesz se fera dans la section intégrales singuliéres.

Proposition A.4.2 :

HIR™) C LYR™) - Vf € HIR™), I fller < [ f [l

Démonstration. Soit f € HY(R™). Alors (¢ * f); est bornée dans L', et donc définit une famille bornée de mesures
boréliennes. Quitte a extraire, on peut donc supposer que (i

* f)¢ converge (en mesure) vers une certaine mesure
. Or

S/R‘Vn,
g f 2D

t—0

Donc f peut étre identifiée a p et il suffit de montrer que p est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue
Comme M (f;v) € L'(R™), pour € > 0, il existe § > 0 tel que

(1F1 <8) = ([ suplin « flaldo < o

En particulier, si |E| = 0, il existe un ouvert U contenant E tel que |U| < §. Pour g € C.(U)

[ o] s

u<U>|=sup{] / gdu‘ g€ CU), gl §1}

et donc |u(U)| < e. Par conséquent, |u|(E) = 0 et p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. [

< gllz= / M(f:9) (2)dz < ellgllz~
Or
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Definition A.4.3 :

Pour a,b > 0, ¢ € S(R™) et f € S'(R™), on pose

e Fonction maximal non tangentielle :

My (f;)(x) = sup sup Uy % f(y)]

t>0 yeR™,|y—z|<at
e Fonction maximale auxiliaire :

o [ x fz = y)l
Mi™(f;9)(@) i=sup sup S =

o Une semi-norme sur S(R™) :
No@)i= [ @+lal)Y 3 [0b@)lda
|a| <N+1
et sa boule unité Fy := {¢ € S(R™) | N,(¢) < 1}

e La grande fonction maximal de f & 'ordre n :

M (f)(z) := sup My (f;)(x)

PEFn

On observe que
M(f;9) < M (f30) < (1+a)"My™(f;9)

Le résultat suivant est admis et I’on pourra trouver une preuve dans [I7], théoréme 6.4.4 :

Théoreme A.4.4 : Définitions alternatives de 1

i) 1l existe ¢ € S(R™) d’intégrale non nulle et Cy > 0 telle que Vf € S"(R™), [[M(f;¢)|rr < Cil|fllze-
ii) Va >0, V¢ € S(R™), 3C; = Ca(m,a,¢) >0, [[M;(f;9)lr < Col|M(f; @)L

iv) Vb >0, Vo € S(R™), [[pm ¢ # 0] = [3C1=Cu(b,6) >0, [Mppa(f)ller < Cal|My*(f;8)| e

)
)
iii) Ya >0, vb >m, V¢ € S(R™), 3C3 = C3(m,a,b,¢) >0, [[My*(f, )|+ < Csl| M (f;¢)l[r
)
v) Vn €N, 305 = C5(n) >0, Vf € S'(R™),  [[IMn(f)llLr < oo = [[[fllnr < CsllMn(f)llL1]

De plus, M(f;¢) < CM(f;9) et My (f19) < CsMupi1(f).

En particulier, || fllz1@m) = [Mpmg1(f) |1 @m)-

Proposition A.4.5 :

Pour tout r € [1,00], L" NH! est dans dans H!. (en particulier, H! N L?)
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Démonstration. On considére le noyau de poisson P donné par ]5(5) = e 2"l et pour t > 0, P, : x>t~ P(z/t)
de sorte que P;(€) = e 2™¢l (en particulier, P, * P, = Pyy). Alors pour tout z € R™ et t > 0,

Vy € B(x,t), [P+ f(z)] < M{(f; P)(y) < CMmia(f)(y)

De sorte que
C(m C
P t@l < S M (s < Sl
t B(zt) t

Donc Vt > 0, P, * f € L' N L>°(R™) et par conséquent, V¢ > 0, P« f € ();<, <o, L"(R™). Or la propriété de
semi-groupe donne o

sup |Ps * Py * f| = sup |Psq¢ * f| < sup |Ps * f|

s>0 s>0 s>0

et donc Vt > 0, || P * f|lzr < || f|l22- On va montrer la convergence dans H! par convergence dominée. On a

sup |Ps % Py x f — Py * f| < 2sup |Ps * f| € L'(R™)
>0

s>0 s

De plus, pour tout © € R™, (s + |Psyt * f(x) — Ps % f(x)|) est bornée par (s — Cs™™) et donc tend vers 0 lorsque
s — o0o. Ainsi, pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

YVt >0, sup |Psx*Px f(z)— Psx f(x)] < <
s>M 2

Et (t — supg<,<ns [Ps * Prx f(x) — Py * f(x)]) est continue, donc il existe to > 0 tel que

vt € (0, to], sup |P9*Pt*f($)—Ps*f(1‘)|<E
0<s<M 2

Par conséquent,
Sup|PS*Pt*f(‘r)_Ps*f(x>| >0
s>0 t—0

et le résultat suit. O

Corollary A.4.6 :

Pour tout ¢, € S(R™) d’intégrale non nulle,

Vf e §'(R™),

~
~

s

~ || flla

L1

sup | * f| sup |y * f]
t>0 >0

avec des constantes dépendant de ¢ et 1.

Théoréme A.4.7 :

Soit ¢ € S(R™) définissant une décomposition de Paley-Littlewood. Alors

2

3C = C(m) >0, Vf € H'(R™), > 1A (NP <O flr
JEZL
Lt

Réciproquement, si f € S'(R™) vérifie < 400 alors il existe une unique fonction

(S0’

Ll
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polynémiale Q telle que f — Q € H(R™) et

[N

1f = @Rl <C || D 1A;(N)I
JEZ I

Démonstration. Soit ¢ € S(R™) d’intégrale 1, M € N et f € H'. Notons r;(t) = sgn[sin(2/nt)], j € N que l'on

réindexe sur Z. Alors
M M

D r(w)A(f)| < sup|pe Z ri(w)A;(f)

j=——M e>0
Donc

1 M 1 M
[ LY n@a @] <o) [ Y n@am|
o Jrm | Ty 0

j=—M

Hl
L’inégalité de Khintchine donne
M 2 i
/ Z A () (@) | da < C(m)/ Z ri(w)hg-i * fl|  dw < C(m, ¥)| fllx:
m j=—M 0 j=—M

HT

La limite M — oo donne le résultat.
Réciproquement, si r € {0,1,2} on note que pour j # k € 3Z +r, F[A;(f)] et F[Ar(f)] sont & supports disjoints.
Donc on peut fixer n € S(R™) dont la transformée de Fourier est & support compact loin de 0 telle que

Aj Sl]:k’

; Y _
Vi k €3z, AIAY _{ o

Ainsi, Iapplication (f;)jez = 3 ;a7 A7 (f;) est bien définie de H'(R™;1%) — H'(R™) car

3B >0, VEeR™, | > i(277¢)|<B et YaeN”, 34, >0, Yz € R™, Y [0%(27"n(2/x))| < Wéjlal
j€3z je3z
Donc en prenant f; = A;f, on obtient
1/2
DA S|l Y 18,1
JE3L -~ jE3Z o
En effectuant la méme chose pour 3Z + 1 et 3Z + 2, on obtient :
1/2
S A =cf | X IamP
JEL " JEL o
Mais la transformée de Fourier de f — > ez Aj(f) est supportée en I'origine, donc est polynomiale. O

A.4.2 Décomposition atomique

Dans la suite on notera D ’ensemble des cubes dyadiques.
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Definition A.4.8 :

e Soit @ un cube dyadique et L € N. Une fonction ag € C*°(R™) est une L-atome lisse pour @ si

i) supp(aq) C 3Q
i) Vy e N, |y| < L= [pnz7ag(z)dz =0

iii) V9| < L+m+1, |[07ag| < Q|

e Soit ¢ € (1, 00]. Une fonctions A € LY(R™) est appelée Li-atome de H!(R™) s’il existe un cube @ contenant
le support de A4, tel que || Az« < |Q\%71 et [em A=0.

e Pour (sg)gep, on note

9((sQ)qep) = | D_ (IQI 2 |sq|1g)?

QeD

e Une famille de complexes (rg)gep est un oc-atome s’il existe Qo € D tel que VQ € Qo, rg = 0 et
lg(r)lize < 1Qol ™.

On remarque que pour un oc-atome 7, ||g(r)|[z1 = [lg(r)||z1(Qq) < 1.

Théoréme A.4.9 :

Soit L € N. Il existe ¢ = ¢(m) > 0 telle que pour toute suite (ag)gep de L-atomes lisses et toute famille de
complexes (sQ)gep;

> sqag| < cllgl(sq)aen)l
QeED 21

Réciproquement, il existe C' = C(m) > 0 telle que si f € H'(R™) et L € N, il existe une famille de L-atomes
(ag)gep et une suite de complexes (sg)gep vérifiant

F=7Y squq et |g((s@)qen)ly < Clifls
QeD

Démonstration. Commencgons par le premier point.

Prenons ¢ € S(R™) dont la transformée de Fourier est & support compact loin de lorigine et considérons Ag’ les
opérateurs de Littlewood-Paley associés.

Soit ag un L-atome lisse supporté dans un cube 3Q) de centre cg et de longueur de coté [(Q) = 27#. Alors pour
tout N € N* et tout |y| < L+n+1, il existe C = C(N,m) > 0 telle que

ou(|v[+m)
(1+ 20y — )V

pm

Yy e R™, [0%aq(y)| < C27 =

De méme pour ¢y—;(. — ) : pour tout N € N* et tout multi-indice ¢, il existe C = C(N,m, ) > 0 vérifiant

24 (181+m)

vy € R™, |831/1sz (y—a) < Om
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Par conséquent, en effectuant un développement de Taylor de v5-; au point cg, pour tout N € N* et j € Z, en

posantL,:{ L+1 sij<p

g _ ,
Lom sin<j , 1l existe ¢ = ¢(N,m, L") > 0 telle que

gmin(j,u)m—|p—j|L’

(1 + 2minGm) | — cq| )N

pum

\AfaQ(mH <272

Maintenant fixons b € (0,1) tel que L +1 > (3 — 1)m (possible en prenant b proche de 1) de sorte qu’en notant M
la fonction maximale de Hardy-Littlewood, pour N > 7

o=

|SQ‘ max(p—y3,0) 2 b
Z @ 2mmG)|g — e )V <c2 oM Z . 1sql'1q | (z)
QED,I(Q)=2"+ QED,I(Q)=2"+
Ceci vient d'un découpage de cet ensemble de cube. Notons Fy := {Q € D | I(Q) = 27H,|cg — x|2™P0#) < 1} et
pour k > 1, Fr :={Q € D | I(Q) = 27,21 < |cg — x[2mnU) < 2k}, Alors
1/b
HQ) )m
sg| < sol’ et ( < M(1g)(=
> Isql > sl T —col + Q) (1g)(2)

QEFy QEFy

Et on obtient ’estimation voulue. Par conséquent,

YooY IseAVag(a)| < O aminGmmelimall pmtmax(n g 0% | op Yoo (sellQl ) 1q | (@)

WEZ QED,I(Q)=2—+ HEZ QED,(Q)=2"H

Par conséquent, la caractérisation de H! avec la décomposition de Littlewood-Paley donne, en posant d(j — u) :=
Cgmin(j—mO)(m—%)—lj—u\L'—mn7

B 1
b
1> sqaglha < |[|D_ D dGi—p) [M > (sellQ72)1q
QeD JEZ \ ez QED,I(Q)=2—+
i o
2\ %
b
. _1
< SdGy | [ D] (M > (sellQI72)1q
jez = QeD,I(Q)=2—+
Ll
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La définition de L’ donne que 3., d(j) < +o0. et donc comme M : LYY — LY/ est borné,

_ N
_1
1Y seaglle < C||| Y (M > (sellQI™2)1q
QeD KEZ | QED,I(Q)=2—H |
1
T
- 1% 2
_1
< c|| X | Yo (sellRl™2)1q
KEZL | QED,|(Q)=2"+ ] )
Lb
1
_ 2\ 2 b
—1\p
< c|l| X Yo (sellRl™2) 1
HEZ | QED,(Q)=2"H .
Lb
1
2
_1
< o> D (sellQl 1)
HEZ QED,I(Q)=2"+ I

car 2/b > 1.
Réciproquement, prenons f € H!.
On counsideére 9, 6 € S(R™) telles que

o supp(h) C {1 < ¢ <2} et b >c>0sur {2 < ¢ < 3}

o supp(f) C {|z| <1} et [, 0 =0

o VEER™\{0}, ;e h(2776)H(279¢) =1

Donc en notant D; I'ensemble des cubiques diadiques de longueur 277, on obtient

F=) gy f=Y Y /Qezj(x—y)(%j «Hydy= D sqaq

JET JEZ QED; JEZ,QED;

ol pour @ € Dy,

1 1
5 = QI [Y2-i * fllo=@) sup (0701 et ag:=— [ b-i(z —y)(os * f)(y)dy
[¥|<L+m+1 5Q JQ

Les hypothéses sur § donnent que ag est a support dans 3@, a des moments nuls jusqu’a l'ordre L. De plus, pour
tout z € R™, |y| < L+m+1,

e

1 j(m e
07 aq ()] < gllﬁmlluw( DYy % flloe() < 1QI72 T
et chaque ag est un L-atome lisse. Maintenant, on note que pour € D; et z € R™,
1
> Q7 sle@)® = C Y (o * fllr=@le(@))?
(Q)=2- (Q)=2-

o 2 ;

Csup  ((L+2[=) P (e * )z = 2)])” (1 +27|2])%
[z|<v/m273

car x est dans un unique cube de coté 277

CM;5 (f,0)(x)?

IN

IN
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En sommant sur j,

1 1
3 2
_1
> (sellQl ™2 1q)? <C|(doMm(r < Ol
QeD JEL
L L
(on admet la derniére inégalité) O

Théoréme A.4.10 :

Soit s = (sQ)gep des complexes telle que ||g(s)||L1 < oo. Alors il existe C' = C(m) > 0 et des scalaires (\;) jen
et des oo-atomes 1; = (75,0)gep vérifiant

oo

(sQ)oep = > X(r0)qep = Z/\ rpoet Y [N < Cllg(s)n
Jj=1

j=1

Démonstration. Pour R € D, on note

gr(s) = > (1QI *Isql1g)?

QED,RCQ

Alors gg(s) est constante sur R et si Ry C Ry on a gg,(s) < gg,(s), et

9gr(s)(x) —————— 0 et gr(s)(x) ——— g(s)()

I(R)—00,z€R I(R)—0,7€R

Pour k € Z, on pose
Ap={ReD|VzeR, gu(s)x)> 2"}

de sorte que Ay C Ay et {g(s) > 2F} = Ugrea, B De plus,

D=

Vk € Z, Yz € R™, S QI Fsql1g(x)? | <2k
QED\ Ay

En effet, dans le cas ou g(s)(z) > 2F, il existe un cube R,,q, € Aj de longueur maximal contenant . Considérons
Ry € D l'unique cube dyadique contenant Ry,q., avec I(Rg) = 2l(Rmaz). Alors la quantité de gauche est au plus
gr, (8)(x) < 2% car Ry ¢ Ay.
Comme g(s) € L*(R™) par hypothése, les cubes de chaque Ay sont de taille bornée par une certaine constante. On
note

By, :={Q € D | Q cube dyadique maximal de Ay \ A1}

0  sinon
On remarque que si Q ¢ (J;,cz, Ax alors sg = 0. Par conséquent, s = ZkEZ’JEBk t(k,J).
Pour x € R™, on a

Pour J € By, on considére la suite t(k, J) = (t(k, J)g)gep donnée par t(k, J)g := { so SLQC et Q€ A\ Arp .

g(t(k, J))(x) = S QI 3 sglig@)? | < S QI Fsqlg()? | <2k

QCJ,QEAR\Ak 11 QCJ,QED\ A 41
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On pose alors 7(k, J)q = 27 J| 7t (k, J)g et gy := 28T J].
Par ce qui précede, les r(k, J) sont des oc-atomes et s = >3, ; A y7(k, J). De plus,

D> Peal=3 2 3 < 2) 2 U e
ke€Z JeBy, keZ JEBy, kezZ QEAy
< 2) 2%{g(s) > 27}
keZ
ok+1 A
< 2 —
< 2 [ Hats) > Flaa
keZ
< 4lgls)lue

Lemme A.4.11 :

Il existe C' = C'(m) > 0 tel que pour tout L%-atome A, ||A]y: < C.

Démonstration. Soit A un L?-atome de H!, & support dans un cube @ centré en I'origine (autrement, on considére

1/2
A(. — cq) ol cg est le centre que Q). I suffit de montrer que (Z] |Aj(A)|2) € LY(R™).
1/2
On contréle (Z] |A; (A)|2> en Pestimant sur Q* := 2y/mQ puis sur (Q*)°.

1/2 3
[Zm@e] s [ Siaepe) 10 < conlalaler < com
J J
En dehors de Q*, on pose 1,5 1= 29™1)(27.), de sorte que

Aj(A) @) = /Q Ay (z — y)dy

- zjm/ Aly) (V22— 2y) — 9 (22)) dy
Q

—2jm/ A(y) (Z Dot0(2x — 2j0y)2jya> dy avec0<60<1
Q

a=1

En utilisant le fait que pour y € Q et = ¢ Q*, |z — Oy| > || — |y| > &=,

A;(A)@)] < 2™ / A — DD oiy) gy
’ Q (1+ 2Lz
o) —2 Al
< , _— 21]. 2
- (1+2—1fz)V @
< o —2 gkt
- (20 e
o) —2 o)
< ) - N m
- (11 21"
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Il suit que pour = € (Q*)¢,

=
=

92j(1+m)

Z\Aj(A)(x)\ < C(N,)[Q|™ ZW

JEL jez
Et
3 3
927 (1+m) 291z N 925(1-m)
) Z 1+ 21122~ dr = Z 1+2 1z (21— 1[2])2N dx
(Q*)e jez( + |z]) (@) \jez
92j(1—m) _ 92j(1-m) \
- Jj—1
< Jol T mrmt T e |
(@9)° \jez,2i—1|z|>1 JEL,2I 1 |z|<1
2j(1-m) '\~
92j(1—-m
< V2 /*C Z (21— 1[z|)2N dz
(Q) jEZ,Qj_l‘.'L'|>1
, 92i(1-m) \
+/ Y. Yy | de
(Q*)e jEZ,2i—1|z|<1 (2j |$|)
< +400

Théoréme A.4.12 :

Tout L?-atome de H! est dans H!.
Pour tout f € H'(R™), il existe (A;);>1 une suite de L%-atomes et ()\;);>1 une suite de réels telles que
1

Ef\il N A; LN f- De plus, on a l’estimation
N—o00

| fllor =~ mf{Z I\l

i=1

N
— T A N T2
= ]\}EEX);&A“ (4;); L -atomes }

Démonstration. Le lemme précédent donne que si Z;’;l I\;j| < oo, et (4;); est une famille de L%-atomes, on a
(oo} oo
1> XAjlle < CY N
j=1 j=1

1
De sorte que si Z;\le AjA; NZ—OJ fyalors || fllan < C 3272 [Aj]- Tl reste & montrer Pexistence.

On peut décomposer f en . p sQagq ol chaque ag est un L-atome pour le cube Q et (sq)qgep vérifie [|g(sq)|[zr <
Cllfll2er-

On applique le théoréme précédent : on décompose chaque sg en oo-atomes 75 ¢ de sorte que s = Z;’;l Ajrjoet :

F=Y N4 A=) rigag, >IN Cllflle
j

QE€eD J
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Montrons que les A; sont des L?-atomes pour H!.
Fixons j > 1. Par_ définition des co-atomes, il existg des cubes dyadiques @} tels que r; g =0 d_és que Q € Q). De
plus pour Q C @), ag est supporté dans 3Q C 3Q}. Par conséquent, A; est & support dans 3Q}. Idem pour g(r;).
Par conséquent, - o

[Ajllzz < cllg(r)lice < cllg(rj)llL=3Q1> < c[3Q|*
La premiére estimation se fait de la méme maniére que le théoréme 4.4.0.9, on renvoie a [I7] théoréme 6.6.5 pour
une preuve.
Comme [ ag = 0 pour tout @, on retrouve [ A; = 0 pour tout j. On en déduit que chaque A; est un multiple (avec
une constante indépedante de j) d'un L?-atome pour H!.

Il reste & montrer que ), A\;A; converge dans H'. Ona |l ZJM:N NjAjllr < CZ;&N |\;] et donc (ZJM:1 )\jAj>

est une suite de Cauchy dans H', qui converge dans S’ vers f. Donc on a aussi convergence dans H'.

MEeN
O

A.4.3 Intégrales singuliéres

Soit K € CY(R™ \ {0}) vérifiant | K (z)| < A/|z|™ et [VK (x)| < A/|z|™L. R
On considére une distribution W € S'(R™) qui coincide avec K sur R™ \ {0}. On suppose que W € L®(R™) et

que W est obtenue par troncature de K, i.e. on fixe une fonction n € C*°(R™) telle que n = { (1) :Lli ggg: ;;C et
on suppose qu'’il existe (¢;);en € (0, 1)N décroissante qui tend vers 0 et
Vo € S(R™), (W.¢) = lim K (w)n(e; 'y)o(y)dy
On définit 'opérateur tronqué
Ve >0, ¥f € SE), TPOfw) = [ n(e WK~ iy
Et on considére 'opérateur T' donné par T'(f) = lim;_, TEf=fsxW.
Maintenant, on cherche a définir T sur H!. On fixe ® € C°(R™) telle que & = { (1) 23? ggg:;;c et on pose

Wo = ®W puis Ko = (1 — @)K et enfin
vf € HUR™), Vo € SR™), (T(f),0) = (f,6%Wo) + (6% f. Kux )
avec - la composition par —idgm. Comme ¢ * W, € S(R™) et Ko € L™ (R™), T est bien définie sur H*.

Théoréme A.4.13 :

Sous ces hypotheses, T : H'(R™) — H'(R™) est borné.
Démonstration. On fixe ¢ € C2°(R™) a support dans B(0,1) et telle que [¢ # 0. Pour t > 0, on considére les
fonctions lisses W) := oy % W ot 1y = t~™1p(t 1) et by = 1)(¢-). On a alors en posant B = ||[W|| e,

() A
, su VWO (z)] <
afr S VW@ S g

sup [WO [z < [§llz=B, sup W ()] <
t>0 t>0

el |zﬁ(£)\d§. En effet, la premiére estimation est directe. La seconde vient du fait que

avec C(1h) 1= supj, <1 Jgm
pour |z| < 2t,

WW@ZFJMWMmZ/e%“W@a@@

m
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pour |x| > 2t, on a

DWW () — / , )35K(x—y)wt(y)dy

On prend maintenant a un L2-atome pour H', que I'on peut supposer étre supporté dans un cube @ centré en 0.
On considére Q*le cube de taille 2,/ml(Q) ou I(Q) est la longueur d’un coté de Q. Alors

[ @@l < ol [ 1) @)
1/2
dQl /| M (@) (o) i )

1/2
< 0|Q*|é (/ |T(a)(m)|2dm> car M : L? — L? est borné
Q*

IN

IN

1/2
cB|Q|'? (/ |a(m)2d:v> car T : L? — L? est borné par hypothése
Q
< clmp)B

1l reste a estimer M (T (a),v) sur (Q*)°. Soit x ¢ Q* et y € Q*. Alors |z| > 2|y| et © — y # 0. Par conséquent, en
notant K® = ¢, « K,

T(a) * tr(x) = ax WO(z) = /Q KO (z — y)a(y)dy

Comme [a =0 (c’est un L?-atome pour H'), pour tout y € Q il existe 6, € (0,1) vérifiant

T@ i) = [ a) (KO ) - KO@]dy = [ oty (Za KO~ 6,0y )dy

Par conséquent, comme ||al[z2 < |Q|~/2,
A A 11 A 1
mT2 — _|Q|=
T (a) * e (x)] < C(WWW /Q la(y)llyldy < CMTH|Q| *llallze < Tt Q|

De sorte que

/ sup |T'(a) * ¢ (z)|dz < C(m7¢)A|Q|% / dmﬂ <cA
@ @) [z|™

*)e t>0
Ainsi, || T(a)||y: < c(m,v)(A+ B) pour tout L*-atome a.
Considérons maintenant f € L? NHY(R™) (qui est dense dans H!(R™)). On peut décomposer f = >_jAja; pour
des L2-atomes a; de H! et la série converge dans H! avec 225 1Al S Cllfllae

1
Pour M € N, notons fy; := Zle Aja; de sorte que fas MH—> I
— 00

Comme | T(far)—T(frr )2 < c Z;m;;(fj\l\f]&,) INjl, (T(far)) men est une suite de Cauchy dans ! et donc converge
vers un certain g € H!(R™). Montrons que (T'(far))aren converge vers T(f) dans S’. Cela permettra d’obtenir la
convergence de . A\;T'(a;) dans H! vers f.

Pour cela, on régularise K. On counsidére § € C°(R™) supportée dans B(0,1) d’intégrale 1. Pour > 0, on pose
5 :=3"™0(61). Pour €, u > 0 avec 0 < 10§ < € < (10u)~!, on pose

Kep:xe (e o) —n(pe)K(2),  Kseup =05+ Ky
On remarque que Kj., est C* a décroissance rapide (n(x) vaut 1 pour |z| grand et 65 est a support compact)

donc Ks., € S(R™) et vérifie les mémes hypothéses que K. On considére alors opérateur T, 'opérateur de
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convolution avec K ;.
Par conséquent,

Sl
V5»€7/~La Tﬁ,e,p,(fM) m Té,e,u(f)

On remarque alors que

M
|<T(fM)a¢> _<T§,e,,u(fJVI)a¢>| = Z)\] K&ey )*ajv¢>

M

< Y lllag o (Ko e = W) * 6 2
j=1

< el fllanl(Ks e — W) * ¢l 12

< el ll(Bsep = W)l e

Etant donné € > 0, ¢ € S(R™), on peut donc prendre dg, €, to tels que
VM €N, |<T(fM),¢> - <T507607#0(fM)7¢>| < EHfH?-Ll

De méme,

|<T(f)a¢> - <T507€o,uo (f)a¢>| < CHf”L?”(f((S,e,lL - VT/)(Z”L2 < 6”f”L2

De plus, par convergence dans S’, il existe My € N tel que
VM > My, VM €N, ‘<T507607M0(f)7¢> - <T50>607H0(fM)a¢>| <€

11 suit que
Ve >0, 3Mo € N, VM > Mo, |[(T(fm), ) — (T(f),0) | < e(L+cllfll2r + 1 fllz2)

Donc (T(fur))aren converge vers T(f) dans S’ et donc dans H!. Ainsi, le calcul suivant est justifié :

1Tl = 11 AT (a)llae <D INIIT(a5)llr < €D 1Nl < el fllann
i i i

En particulier, les transformées de Riesz donnée par

r(mH)
o lim S
=0  p.ge o -yt (y)dy

Va € [1,m], Vf € S(R™), Ru.f(z):=

Sont la convolution avec le noyau

X () oz,
() AL W

qui vérifie les hypothéses du théoréme. Donc les R, : H' — H! sont continus. On renvoie & [I6] chapitre 5 pour
une étude des R, sur les LP. On obtient la caractérisation suivante de H' :

Théoréme A.4.14 :

Pour m > 2, il existe ¢ = ¢(m) > 0 tel que

Vi€ L'®R™), cllflla < IIfller + Z [ Rl

a=1
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Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour f a valeurs réelles.

Considérons donc f € LY(R™) a valeurs réelles telle que les R, f soient intégrables.

Notons P; le noyau de poisson (dont la transformée de Fourier est e=27¢l). Pour o € [1,m], on pose uq(x,t) :=
P, x (Rof)(x) et upms1(x,t) = Py x f(x) de sorte que chaque u, est harmonique sur R™ x R et vérifie le systéme,
en notant x,,+1 = ¢,

m—+1
Z Oata =0 et Vk,je[l,m+1], Opu; — Ojur =0
a=1
Ce qui se récrit en posant F' = (uy, -+ ,Um1), div(F) = 0 et curl(F) = 0 sur R™ x Ry (on le vérifie en prenant la
transformée de Fourier).
Lemme A.4.15 :
Soit F' = (u1,+ -+ ,Um+1) comme ci-dessus. Alors

-1
Vo> T A(F|) 20

Démonstration. On calcule
m—+1

S0 2 (1F17) = 3 0 (alFI72 (F,0,F)) = ¢ 3 (1FI172 [(F. 2, F) + 0aF] + (g — 2)|FI7 (F,0,F)?)

[e3

Chaque u; étant harmonique, on obtient AF = 0 et donc le premier terme s’annule. Dans le cas ou ¢ < 2 (dans le
cas contraire, on a déja le résultat), il suffit de montrer que

r 2
3 <|F|,aaF> < e D 10aFP

[

Posons v := F/|F| et A = (0atg)1<a,p<m+1. Comme curl(F) = 0, A est symétrique et on peut la diagonaliser dans
une base orthonormale : A = PDPT. Notons D = diag(\1,-+ , A1) Alors

2 m 9 9 m 2
< = E < E
(|AV| = 1|A| ) < ()\aya) = m 1 — |)‘C¥| )

«

De plus, div(F) = 0 donne que tr(A) =0, i.e. 3 Ao = 0, de sorte que si ag € [1,m + 1] vérifie | Ao, | = max, [Aa/,
on trouve

2
Z(/\aya)Q < ‘)‘ao|2|yl2 = |)‘ao|2 = Z Aa| Sm Z |/\a|2

a aFag aFoag

Lemme A.4.16 :

Soit 0 < ¢ < p < 00, si sup;sq (me \F(m,t)|pdac) p < A < o0, alors il existe ¢ = ¢(m,p,q) > 0 telle que la
fonction maximale nontangentielle |F|* () := sup,o Sup|,_, < [F(y,t)| vérifie

NE e @m) < cA
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Démonstration. Prenons € > 0 et posons U(x,t) := |F(x,t +¢€)|? et V(z,t) := (|F (-, €)|7 % Py)(x).

On cherche a montrer que U < V.

Etant donné n > 0, on cherche une boule By = {(z,t) € R™ x Ry | |z|> + t* < R?} telle que U — V < 7 sur
(R™ x R4) \ Bg.

Supposons que ce soit fait. On a U(-,0) = V(-,0) avec V harmonique et U sous-harmonique. Donc U — V est
sous-harmonique et le principe du maximum donne que U — V < n sur Br. Donc U — V < g sur tout R™ x R;.
Comme 7 est arbitraire, on passe a la limite 7 — 0 et on obtient U < V.

Montrons l'existence. Comme |F'|? est sous-harmonique et p > ¢,

1 »
W(z,t) ER™ xRy, |F(z,8)]7 < / ftdyds < (et [ PG Pdyds
|B CL' t % | (z,t), |B(($»t)7%)‘ B((z,t),%)

Par conséquent, si (z,t) € R™ x R4,

S

|F(z,t+€)]? <

|
G |F(y, s)|Pdyds
+ €) “ (t+e) Jlyl>lel-1(t+e)

o= )

Sit+ e > |z|, on peut majorer :

c A1
<
- |J;|mq/p

1S

qui est inférieur a /2 pour |(z,t)| assez grand.
Sit+ e <|z|, on majore par

ds
ym |pdyd3] l / / s)|Pdy o
+ 6 +1 / (t+e) / ly|> |9c\ (t+e) Jyl> ‘z| i

Par hypotheése (z, s) — 1> 2l |F'(y, s)|Pdy est borné donc la quantité ci-dessus tend vers 0 lorsque |(z,t)] — oo.
Par conséquent, il existe R > 0 tel que V|(z,t)| > R, U(x,t) — V(x,t) < U(z,t) <.

La remarque du début donne U < V' partout.

L’hypothése sur F implique que (|F(-, €)|?)cso est bornée dans LP/9 avec p/q > 1. Il existe donc une suite (ex)ren
décroissante qui converge vers 0 telle que (|F(-, ex)|9)xen converge faiblement vers un certain h € LP/9(R™). Comme
P e L(p/qy, on a

a
P

1S

U(t,z) <

Ve € R™, |F(-,ex)|? * Pi(x) - h* Py(x)

Donc
Y(z,t), |F(z,t)|?=limsup|F(z,t+e)|? < hmsup |F(-yex)|? % Py(x) = hx P(x)

k—o0

Et on obtient

1

[F["(z) < (Sup sup Ihl*Pt(y)> < c(m)M (h)(x)"/*

t>0 |y—z|<t
Ainsi,

IE e < e(m)l|M(B)] 1o < c(m,p, @)lII|50, < c(m,p, q) lim inf ||| F (-, )|l )0 < c(m,p,q)A
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Comme le noyau de Poisson est une approximation de I'unité, w,,,1(+,t) converge vers f dans L' lorsque t — 0.
Pour montrer que f € H'(R™), il suffit que montrer que M (f; P) = sup,~g [tm+1(-, )| est intégrable. Mais

M(f:P)@) < sup |F(a.0)] < |F|"(x)

Or .
sup [ P(.0lde < Ag = [l + Y [1Raf
>0 Jrm =
Par conséquent, |||F|*||1 < cAy et le résultat suit. O

A.4.4 Dualité

Théoréme A.4.17 :

HY(R™) est le dual de VMO(R™).
BMO(R™) est le dual de H!(R™).

Dualité BMO — H!'. On note H}(R™) l'ensemble des combinaisons linéaires de L?-atomes de H!(R™).
Pour b € BMO(R™), on pose Ly : g € H§(R™) — [5,. gb.
Soit f € H!, (a)x une suite de L?-atomes supportée dans (Q)x et (Ax)x des scalaires tels que

00 [eS)
f:Z)\kak et Z\)\H <2/ fllar
k=1 k=1
Ainsi,

M M
LY Ma)l = |3 M / ax (%) (b(x) — boy)da
k=N Qk

k=N
M 1 3
< > elllawl 2|Qk|%(/ b(z) — b |2d:c)
Z;V - Q] Jo, o
M
<
< C(m)||b||BMol;V\>\k|m>0

Donc (Lb(zgzl Arar))n est une suite de Cauchy et donc converge, on pose Ly(f) cette limite. L’inégalité montre

que [Ly(f)] < C(m)|[fll3 16l Baso-
Réciproquement, considérons L € (H!'. Notons LZ(Q) C L*(Q) l'ensemble des fonctions de moyenne nulle et
montrons que LZ(Q) C H'(R™) avec

Vg e L3(Q), gl < C(m)|QI% gl

Pour cela, prenons ¢ € S(R™) vérifiant les conditions pour définir une décomposition de Littlewood-Paley. Soit

1/2
g € L(Q). 1 suffit d’estimer la norme L' de (Z] |Aj(g)|2) . D’abord,

1/2

Lo Zaer) @ <amabiss

J
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Ensuite, pour z ¢ 3,/mQ), la propriété de la valeur moyenne donne, en notant cq le centre de @,

c(m)||gl|z22m* |;+%
(1+ 27z — cq|)m*?

14;(g)(x)] <

Par conséquent,
1/2

[ Sm@r) o< dmialile:
(3vmQ)e

J
Et on obtient I'inclusion voulue. Ainsi, on trouve l'inégalité ||L||12(g)-c < ¢(m)|Q|2 || L3 ¢ et par le théoréme
de représentation de Riesz sur L2(Q), il existe F@ € L3(Q)/C telle que

Vg e L2(Q), Lig) = /Q FO(2)g(x)dx

avec ||F9|r2(q) < L1l 22(@)—c- Remarquons que si @ C Q" sont deux cubes, alors

¥ 13(@Q). [ (FY(@) - Fow)g(a)dz =0
Q
Donc FQ' — F@ est nulle dans L3(Q)/C et donc F@ et FQ' different d'une constante sur Q. En particulier,
F —FQ —(F¥ - F?)5 =0

Pour p € N, posons Q) := [—p, p|™ et définissons
VpEN, Vo €Q,, blz)=F% ——/ FO(y

Ainsi, pour tout cube @, il existe C¢g € C telle que FQ =p— Cq sur @ et donc

YQ cube, Vg € L3(Q), L(g) =/ b(x)g(x)dz

Q
11 reste & montrer que b € BMO(R™).
1 1 Q 1_q Q _1
sup — [ |b(z) — Cqldz =sup ;= [ [F*| <sup|Q[> 7 [|[F¥||L2(q) < sup|Q|"2[|L]l12(q)—c < c(m)|| Ll ¢
Q 1QlJg e 1@l Jqg Q Q

Ainsi b € BMO(R™) et
Vg e AR, Lig) = [ ba)gle)ds
On peut donc étendre 1’égalité par continuité sur H'. O

Une preuve adaptée de [18] :

Dualité VMO-H!. Par définition de VMO, on a VMO(R™) C BMO(R™) avec H*(R™)' ~ BMO(R™).
Par conséquent, H! C (VMO)' et on a

Yo € VMOR™), [VfeH'(R™), (f,v)=0]=v=0

Ainsi, H! est dense dans (VMO)’. Considérons z* € VMO(R™)'. 1l existe (fx)ren € H(R™)Y telle que

Yv € C.(R™), frv —— (=¥, v)

R™ k—o0
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Et le théoréme de Banach-Steinhauss donne que (fx)ren est bornée dans H!. On effectue la décomposition atomique
de chaque fy, : il existe des L2-atomes A;?’Q et des scalaires )‘;?,Q vérifiant

Vk, fr= > Mok, ZM | < c(m)||flle <C

Q€D jeN
En supposant que lorsque A% # 0, on ait [|A¥ ;]| > < Q|72 et supp(4;.q) C Q, et lorsque A¥ o =0, on a aussi
. Js ;
Ao=0
Ainsi, pour tout (j,Q) € N x D, les suites (A?7Q)k€N et (AﬁQ)k’EN sont bornées dans C et dans L2. Quitte & extraire
par un procédé d’extraction diagonale, on peut supposer que chaque ()\?’Q) ken converge vers un certain Aj o € C
et (AﬁQ)keN converge faiblement vers un certain A; o € L?(R™). On vérifie que les A; ¢ sont bien des L?-atomes :
HAJ}Q”L2 < liminfy_, ”A?,QHLQ < |Q‘_1/2 et fAj7Q = limg_ 00 fA;Q = 0.
Comme (ZJ 0 |)\§“Q|>k . est bornée, 3, 5|\ q| est finie et on peut passer a la limite pour tout v € Cc(R™) :
; . c ;

Rm

frv= Z)‘;Q/R Ai@” - )‘JQ/ Ajqu
5,Q "

Comme 7, 5 Aj@Ajq € H'(R™), on obtient z* € H'(R™) et le résultat suit. O

Un résultat de [19] :

Théoréme A.4.18 :

Soit u € WH™(R™), alors det(du) € H'(R™) et
H det(du)H'Hl(]Rm) S C(m)HuHWLm(Rm)
Soit ¢ € HY(R™;R) et E € L?(R™;R™) de divergence nulle. Alors (V¢, E) € HY(R™) et

1 {(V, E) llagr @) < Cm)[| ]| a2 ) 1Bl L2 )

Démonstration. On remarque que le premier point est une conséquence directe du second.
Soit ¢ € C(R™) telle que supp(v)) C B(0,1), [z, ¥ = 1, et pour ¢ > 0, on note ¢y : = — t~™1(x/t). Fixons
z € R™. En intégrant par parties, on trouve pour tout ¢ € C,

[(Vo, E) x ()| =

[ B - q’ﬂtm%ww —Y) gy
B(z,t)

t
I e L e
< oly) — ¢

1 Yz 1
ol ——o E(y)[2dy - W~ 2
<|B<x,t>| s ) B0 S
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Avec ¢ = |B(0,1)|7! fB(o 1) @(x +tz)dz on obtient

) o(0) ngZ 1/2 ) 2 1/2
y) — _
_ — | dy = olx+1tz2) — —— o(x +t2)dz| dz
<|B<a:,t> S ) PIBO. oo |7 T BO] Sy T
1
1 2
< tVo(x + t2)|%dz
(t?B( Dl Sy VO )
1 3
< N\ Vo (y)*dy
<|B($at)| /B(w,t)
1l suit
i 1/2 1 1
Vo, E) s h(z)| < C | ——— E(y)|*dy e Vo(y)|*dy
V0, By 0 < O\ B ] Jpey T B0 Jpy W)
Et le théoréme maximal permet de conclure. 0

Une petite amélioration de [9] :

Proposition A.4.19 :

Soit a € W12(Bgm (0,2p)), T € L?(Bgm (0, p); R™) de divergence nulle et ¢ € W,'* N L(Bgm (0, p)). Alors
(Va,T)c e HY(Brm (0, p)) et

1/p
1
[ {Va,I) cllagr Bom 0,p)) < C(m, P)IT|| L2 By (0,0) V€l L2 (Bem (0.0)) sup < m,p/ |Va|p>
B(z,r)CB(0,2p) \ T B(z,r)

Démonstration. On prolonge toutes nos fonctions par des fonctions & support compact sur R™ (en gardant un
contrdle sur la norme). On prend ¥ comme dans la preuve précédente et on effectue le méme calcul : pour tout
a €R, et B(x,t) C B(0, p),

[((Va,T) c) x ()| =

En suivant la méme preuve que précédemment, on trouve

1 1z 1
< oo [ 9?) (o [ Ve
<|B(l’at)| B(a,t) |B(@, )] J B

) 1/2 ) 1/2
Clle|| = I sup (/ VaQ)
el (B( O oo ) st VBT 5V

Or ¢ = 0 sur 9B(0, p) donc ||¢||r= < C||V¢| L2 et le théoréme maximal donne I’estimation voulue.
Pour le second membre, avec a =t~ fB(m p) @ on a

_ 1/2
= W= i) Vi "2y
B(z,t)

tm t

IN

. lelm/ C / c 1
a(y) —al|v:(x —y)| < a(y) —a(z)|dz < —— Va| < sup
o) ~allente ) < V™ [ ) el < g [ el g e (5
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Par conséquent,

IN

/ (aly) — aWe(z — y)T() - Vely)dy
B(z,t)

. 1/2 . 1/2
of -~ Vel? L T2
<B(l’7t)| B( ,t)| | > <|B($at)| B(m,t)| | )
1

1 /2
X sup /|Va|2>
BCB(0,2p) (|B|

Et le théoréme maximal permet de conclure. O

Théoréme A.4.20 :

Soit ¢ € L*(B(0,R)) et f € H'(B(0,R)) (i.e. f admet une extension f € H'(R™)) vérifiant

A¢=f dans B(0,R)
¢=0  sur B(0,R)

Alors ¢ € W2 (B(0, R)) et
[¢llwza < Ol fllan

Démonstration. On peut étendre ¢ par 0 en dehors de B(0, R), de sorte que ¢ € L*(R™). Comme les transformées
de Riesz sont continues de #'(R™) — H'(R™), on obtient |V p1rm) < || f]l32 @m)-
Comme ¢ = 0 sur B(0, R)¢, on a ||¢||z1 < ¢||Vé|11 < ||V2@||+ permet de conclure. O

A.5 Inégalité de Polya-Szego

Les preuves viennent de [20].

Proposition A.5.1 : Formule de la coaire

Soit Q C R™ un ouvert, u € Lip(Q;R) et g € L*(£2). Alors on notant H"~! la mesure de Hausdorff (n — 1)-

dimensionnelle,
/(\vu \d:h// z)dH" ! (z)dt

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour g > 0, g continue et u de classe C"*1,

Soit g € L1(Q) positive. Considérons pour tout ¢ € R, ¢(t) := f{u>t}g\Vu|. Alors ¢ est décroissante, continue
(Vu = 0 pp sur les ensembles de la forme {u = c}). Maintenant, le théoréme de Sard dit que si u est de classe C"*1
alors ’ensemble des ¢ tels que {u = ¢} contient un point critique est de mesure nulle.

Considérons donc t € R tel que {u = ¢} ne contienne aucun point critique de u.
Pour h > 0 assez petit, {t < v < t + h} peut étre décrit par un systéme de coordonnées x : (\,€) € [0,h] X
R — 2()\, &) € R™ tel que pour tout A € [0,h], z(},-) est une paramétrisation de {u = t + A} et x(-,€) est
une paramétrisation des trajectoires orthogonales aux surfaces de niveau de u. Pour cela, on considére z(0, -) une
paramétrisation de {u = t} et on considére x solution de dyz = Vu(z)/|Vu(z)|?.
Ainsi, |Ohz| = 1/|Vu(z)|, Orz est orthogonal & Jg, x et J¢, (N, &) =xr—0 ¢, 2(0,€) + O(A) de sorte que

Gt +h)— / /R gle0,9) (\/det 9,2(0,€), 06, 2) (0,€))i; + O(A )) dgir=—h [ g o)
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Donc ¢ est dérivable en ¢, pour presque tout t. Par conséquent, par continuité de ¢,

Vs, t € R, ¢(t) // gdH" tdr
{u=T}

On obtient le résultat en prenant les limites ¢ — oo puis s — 0. O

On rappelle qu’étant donné une fonction mesurable u : R™ — Ry, le réarrangement symétrique décroissant
*:R™ — Ry est P'unique fonction telle que pour tout t € R, (u*)~1[(t, +00)] est une boule centrée en l'origine et
ayant la méme mesure que u~[(¢, +00)].
De maniére équivalente, u* est I'unique fonction radiale, radialement décroissante, dont les sous-niveau stricts sont
ouverts et de méme mesure que ceux de u. On a la formule suivante, avec d,, (t) := |[{u > t}| et w, la mesure de la
boule unité de R"”,
Ve e R", u*(z) :=sup{t > 0| dy(t) > wn|z|"}

Proposition A.5.2 : Inégalité de Polya-Szego

Si u € WHP(R™) alors u* € WHP(R") et

/ Vurp < / IV
n Rn

Démonstration. La formule de la coaire donne

—+oo
/ |vu\P:/ / |Vu|P~ dH" " dt
R 0 w=1(t)

Par I'inégalité de Holder, pour presque tout ¢ € (0, +00),
1—1
dHn1 ?
=T (*)
u—1(t) |Vu|

dH 1
H w1 (1) < / VulP
(™' (1) (M)| | W)

“+oo n—1/,,—1 p
/ |Vu|p2/ H" (u (t))p_ldt
0 (f dH"—1>
u= (1)

|Vl

S

Et par conséquent,

Comme (u*)~1[(¢, +00)] est une boule de méme mesure que u~*[(¢, +00)], 'inégalité isopérimétrique donne H" 1 ((u*)~1(¢)) <
H (1)

Dans le cas ou u est lipschitzienne, pour t > h > 0

t
/ |Vu| = / 'H"_l({u =T1})dr
{t—h<u<t} t—h

L'inégalité isopérimétrique donne également d,, (£)1=% < (wy/™ /n)H"~1({u = t}) et donc

IVl Lo (du(t — ) — du(t)) = e(n)dy (t)' =

Et la définition de u* donne que u* est lipschitzienne, par conséquent dérivable presque partout. On remarque qu’il
y a égalité dans (x) lorsque |Vul| est constant sur {u = t} pour presque tout t. C’est le cas pour des fonctions
radiales. De plus,

dy(t :/ 1, dr = u
0= [ 10 [ - T ey Ve
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. N . n—1 n—1 3 ~ 2t P
Comme d,, = d,~, on arrive a la conclusion |, {u=t} 7|-[V7u\ =/ {u=t} % pour presque tout t et le théoréme est vérifié

pour u lipschitzienne.
Les fonctions lipschitziennes étant denses dans WP, on obtient le résultat. O

A.6 Systémes elliptiques

A.6.1 Estimations de Schauder
La preuve de ce qui suit vient de [2I] et reprend successivement les théorémes 4.4 (p.63), 4.9 (p.66) et 4.11 (p.68).

Proposition A.6.1 :

Soit Q C R™ ouvert C! et u € WH2(Q;R™) une solution faible de
Vie[Lm], —0a(Af0pu’) = fi — 0uF}
avec f;, F* € L*(Q) et A%ﬁ € C%(Q) tels qu'il existe K > 0 vérifiant
VEER™, Wn e R™, AP Lan'n > K¢ |n)?
Alors il existe C' > 0 dépendant de ||A||L~ et de K tel que pour tout B(xg, R) C Q et p € (0,R), on a

1
veern [ wup<o( g [ u—gP+ [ (RSP |FP)
B(zo,p) (R = )? JB(20,R)\B(z0.p) B(wo,R)

Démonstration. Supposons d’abord f = 0. Fixons p € (0, R).

Considérons n € C°(€;[0,1]) telle que n = { L dans B(o, ) et V| < Ri_lf Alors en prenant £ € R™ et en

0 dans B(zg, R)°
considérant (u — £)n? comme fonction test :

/ n?|Vul* < K/ nzA%ﬁaaujagui
B(JL’Q,R) B(CEQ,R)
< -K 2n(u' — €AY 0au 9n + K [P Ff Oau’ + 2nF7 (u' — £")da)
B(zo,R) B(zo,R)
4
< KA~ [ [enQVu2+|u—s|2}+K [e||A||Loon2|w|2+|F|ﬂ
B(zo,R) e(R—p)? B(zo,R) e Al o
de|| Al oo K
+K 6” ||L2/ ‘u7£|2+ / ‘F‘Z
(R=0)? JB(zo,R)\B(z0.p) ellAllL= JB(zo,R)

par I'inégalité 2ab < ea? + % et les propriétés sur 7. En prenant ¢ = m,

1 1
[oowmpsg [ ot | e N
B(z0,R) 2 /B(xo.R) (R = 0)? JB(zo,R)\B(z0.p) B(zo,R)

Comme fB(mO ») |Vul? < fB(wO R) n%|Vul?, on obtient le résultat.
Maintenant, si f; # 0, on pose

Fil(x) = / fi(t,.ﬁg, e 7$n)1B(wo,R)(tax27 e ,Z‘n)dt

110



et l'inégalité de Jensen donne [p R)(Fil)2 < CR? JB(zo.R) f2. O

Pour le théoréme suivant, on utilise la méthode des différences finies.
On note ey, -, e, la base canonique de R™. Etant donné une fonction u : @ — R™, s € [1,n] et h > 0, on définit
les quotients finis
u(x + heg) — u(x)
h
On rappelle (proposition 4.8, p.65 dans [21]) que si u € WHP(Q) et Qg € Q, alors pour |h| < %dist(Qo, 00), il existe
C = C(n) > 0 telle que HTh,su”Lp(Q) < CHquLp(Q).
Réciproquement, si u € LP(€2) et L > 0 vérifient pour tout |h| < dist(Qo, 0Q), ||74,sul| Lr(0y) < L, alors u € WP (Qyp),
L (Q0)

IVull ey < L et T su " Osu.

Vee Qen={yecQ|y+hed}, mulz):=

Théoréme A.6.2 :

Soit Q C R™ ouvert C! et u € WH2(Q;R™) une solution faible de
Vie[Lm], —0a(A70pu’) = fi — 0uF}
avec f; € L2(Q), F* € W12(Q) et Af}ﬁ € Lip(Q) tels que il existe K > 0 vérifiant
YR, Vn €R™, AZEaon'n’ > K¢ |0l
Alors u € W2’2(Q;Rm) et pour tout Qg € £, il existe C' > 0 qui dépend de Qo, 2, K et lip(A), telle que

loc

||v2u||L2(Qo) < c(llullz2) + 1 fllz2) + IVE L2(0))

Démonstration. Supposons f = 0.
Prenons ¢ € C°(Q). Pour h > 0 assez petit et s € [1,n], ¢(. — he,) est une fonction test et

/ A?jﬁ(x + hes)0pu? (x + hey)0a¢' (x)dx = / F(z + hey)0ad' (z)dx
Q Q

/A%ﬁ(x"'hQS)Th,s(aﬁuj)aad)i +/(ThysAz‘O}B)(aﬁuj)(aa¢i) = /(Th,sFia)(aa¢i)
Q Q Q

Si on applique la proposition précédente a v = 15, ;Vu = V(1p, su), R = 2p > 0 et B(zg,2R) C Q,

1
/ s Va2 < C 7/ \Th,su|2+/ |T;L,SA|2|Vu|2+/ rps P2
B(z0.p) R2 JB(z0,20) B(x0,20) B(x0,20)

On peut donc passer a la limite A — 0 pour obtenir Vu € W12(B(zg, p)) avec la borne

1
/ V22 < C 7/ \Vu\2+lip(A)/ |w|2+/ V2
B(zo,p) R2 JB(w,2p) B(0,20) B(0,20)

On trouve donc l'estimation voulue sur B(zg, p). Puis en recouvrant Qg par des boules, on trouve le résultat.
Dans le cas ou f # 0, on considére 7 une fonction cut-off et on prend ¢ := 7_p, s(n*7, su) comme fonction test.
Alors

/QA%ﬁaauiagqﬁi > C/Q IV (974, su)|* — c’/Q (2 |Vul® + [V 2|7 sul?]
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Par conséquent,

of  WeaP=c[  VmaP e [ [VomaP < [ VTPl [ (56 FIT6)
B(zo,p) B(zo,p) Q Q Q

Le terme [ |F||V¢| s’estime comme précédemment. 11 reste & estimer [ |f[|¢] :

1
/ P < e [ V0P + - / I
Q Q €Ja

1
‘ / V() + ¢ / VP el® + / P
Q Q €Ja

En injectant ceci dans I'estimation précédente, on trouve pour € assez petit,

IN

[ el = [ VemaP <0 [ (TPl + 1+ VEP)
B(wo,p) B(zo,p) Q

Et on conclut comme avant O

Théoréme A.6.3 :

Soit 2 C R™ ouvert Ct, k € N et u € WH2(Q; R™) une solution faible de
Vi€ [1,m], —0a(AS0su’) = fi — OuF}
avec
1. A%ﬁ € Ch1(Q) tels que il existe K > 0 vérifiant V&€ € R™, ¥n € R™, A?jﬁfafgninj > c|€]?|n|?
2. f; € Wh2(Q)
3. B € WhHL2(Q)
Alors u € WlijQ’Q(Q;Rm) et pour tout Qg € Q, il existe C' > 0 dépendant de k, K, ||A||cr.1 telle que

IV** 20 22 (0g) < Cllullzzo) + 1 flwrz@) + IVE lwez o)

Démonstration. Le cas k = 0 résulte du théoréme précédent. Supposons le résultat vrai pour £ — 1 > 0. Montrons

le pour £ > 1.
Etant donné ¢ € C2°(), on considére la fonction test ¢ := ds¢ avec s € [1,n]. Une intégration par parties donne

/ (AP Dgud Do’ = / Dufit + / 0, Fo 0o
Q Q Q
Et on obtient

e @), [ Ao 0w = [o.gwt+ [ (~o.AF 00 + 0.57) 0
Q Q Q

Et on peut appliquer Uhypothése de récurrence a f; := 0, f;, Fi‘l = —asAgfj dpu? + OsF2. O
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Remarquons alors un phénomeéne intéressant pour les systémes homogénes : f =0 et F = 0.
Si h € C®°NW2(Q; R™) est solution de aa(A;;BaﬁhJ’) = 0 alors pour B(zg, R) C €, la proposition 2.3.0.2 nous dit
qu’en fait les nomes W*2(B(xq, R/2)) de h sont toutes contrdlées par la norme L2(B(xg, R)) de h.
De plus, si p < R/2 et k € N assez grand, on a

/ B2 < 1B D112 s e
B(zo,p)

C(n, Ry k)™ |Al[ .2 (Bao, 1 2))

<
< C(nv R, E, A7 Q)anhHQL?(B(zo,R))

Maintenant si ’on regarde 1’écart de h & sa moyenne sur une boule, I'inégalité de Poincaré donne

/ = (Wl < Cp / V2
B(xzo,p) B(xo,p)

< o[ VA
B(zo,R/2)

P"+2 2
< |h = (h) B(zo,R)
R2 B(zo.R) (z0,R)

IN

En effectuant des changement d’échelle, on obtient (théoréme 5.8 p.80 de [21]) :

Proposition A.6.4 :

Soit Q C R™, A?jﬁ € C*(; R) vérifiant A%ﬁfgfé > K|¢|? pour tout £ € R™*™ et h solution de —p (A?jﬁaahj) =
0 sur €.
Alors il existe C' > 0 dépendant de n,m, K, telle que pour toute boule B(zg, R) CQet p < R, on a

P\" 2
wr<c(g) [
/B(:L’o,p) (R) B(wo,R)

p n+2
[ Mol (8) [ - el
B(zo,p) B(zo,R)

et

En utilisant des estimations de Morrey, on peut montrer un raffinement du théoréme A.6.3 :

Théoréme A.6.5 :

Soit u € V[/lloc2 (€;R™) une solution faible de

0o (AP 05u) = f; — Do FY

avec AP Fo e CF7(Q) et fi € CF19(Q), alors u € CFTH7(Q).

ij loc loc

On renvoie a [21I] (théoréme 5.22) pour une preuve.

A.6.2 Systémes a second membre quadratique

Une application harmonique continue est en fait holderienne : (théoréme 9.8, p.216 de [21])
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Proposition A.6.6 :

Soit @ C R™ un ouvert, u € W12(€;R™) solution faible de
—0a (AP 05u") = fj(2,u, Vu)

ou les A%ﬁ et f sont C°° vérifie V(x,u,p), |f(z,u,p)| < C|p|>.
Si u est continue alors u est localement Holder continue.

Démonstration. Soit B(zg, R) C . On considére h € W12(B(zg, R); R™) solution de
—0a (AP 05hT) =0, h—ue Wy?(B(zo, R);R™)

Alors le théoréme 2.3.0.4 donne que h est C* et pour p < R, la proposition 2.3.0.2 appliquée a h et avec 'inégalité

de Poincaré, on a
2 PAT 2 2
Va2 <4 {4 R) VA + V(=)
B(z0.p) R/ JB(o.R) B(wo,R)

Or u — h vérifie la méme équation que u et vaut 0 au bord de B(xg, R) donc :

K IV(u—h)]? < / Do (u' — B ) AT 0g(u? — )
B(ZL’(),R) B(:L’(),R)
B(zo,R)
<

() / e — B[ Vul? < Cu(R) / V2
B(xzo,R) B(zo,R)

oll w est le module de continuité de u. Par conséquent,

[ rweso((8) sum) [ o

Donc pour tout 7 € (0,1), si 'on prend % > 6> 0ete>0tels que C(46% +¢€) < 7, pour R > 0 tel que w(R) < € et

p=06R, ona
/ |Vu|2 < T/ |Vu|2
B(Io,(SR) B(IU,R)

/ |Vul?> < Tk/ |Vul?
B(x0,6* R) B(zo,R)

Maintenant, pour tout p € (0, R), il existe un unique & € N tel que §**'R < p < §*R, on prend la partie entiére de
log(p/R)/log(d) et on obtient

Donc pour tout k£ > 1,

1 1gg(f)
Lo [ wapsg [ wep<(8)70 [ v
B(z0.0) B(z0.6* R) 2% JB(wo.R) R B(zo,R)
Le corollaire 4.4.0.2 sur les estimations de Morrey donne que u est localement holderienne. O

Revenons sur cette preuve en sachant que si u est une solution continue de —80,(14%5 dgu’) = fj(x,u, Vu), alors
sur une boule B(zg, R) C €, le module de continuité vérifie w(p) < p® pour un certain v > 0. Ainsi lestimation de
Vu se récrit

/ |vu|2 < Cgpn—Q(l—o)
B(’EO,&R)
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pour tout o € (0,1). De plus,

2 p\"t2 2 2
V= (VW) paonl <C [ (%) [Vh = (VD) ey my* + V()|
B(xo,p) R B(zo,R) B(zo,R)

Avec, en reprenant 'estimation de V(u — h) dans la preuve précédente, pour un certain € > 0 :

/ |V(u—h)|> < CR""*
B(ZE07R)

Donc

2 P nt+2 2 n-+te
V= (V) * < C [ (%) [Vt — (V) (o ) + R
B(xo,p) R B(xo,R)

Et de méme que dans la preuve précédente, on en déduit pour un certain o > 0 :
Vp € (0, R), / VU — (V) pay, > < Cp"
B(zo,p)

Les estimations de Morrey permettent de conclure que Vu est holderien.
Finalement, la continuité d’une solution implique la continuité hélderienne, qui implique la régularité C' et un
argument bootstrap se met en place pour conclure que v a la régularité maximale.
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