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Chapitre 1

Introduction

1.1 Théorie de la mesure
Ce cours n’a en aucune manière la prétention d’être un cours complet

d’intégration. Il s’agit simplement de rappeler les bases de cette théorie en
insistant sur quelques points clefs afin de suivre sans difficulté la deuxième
partie du cours consacrée à la théorie géométrique de la mesure. J’invite
l’étudiant consciencieux à travailler ce document de base à l’aide des réfé-
rences qui l’ont inspiré : [Vil10] et [Rud80]. Mais on pourra aussi consulter
[Tao11b] qui a un point de vue différent mais peut-être plus intuitif. Enfin
dans l’optique du deuxième cours il peut être instructif de poursuitvre cette
introduction à travers [EG92].

Une des applications que nous donnerons du théorème de Riesz est l’exis-
tence de mesure de Haar sur un groupe localement compact. On définira alors
l’algèbre L1(G) et l’espace de Hilbert L2(G). Ces deux espaces nous permet-
tront notamment de donner une courte introduction à l’analyse harmonique
abstraite. Que ce soit à travers l’étude des caractères pour les groupes abé-
liens ou celle des représentations pour les groupes compacts.

1.2 Théorie spectrale
Soit E un espace hermitien et L : E → E un opérateur hermitien, alors le

théorème spectral (classique) nous assure l’existence d’une base hermitienne
(ei) de E et d’une suite de réels (λi) tels que

7
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L(ei) = λiei.

Dès lors, pour toute fonction continue f : σ(L) = {λ1, . . . , λn} → C on
peut définir f(L) : E → E comme suit

f(L)(ei) = f(λi)ei.

En particulier on peut définir e−tL pour t > 0, eitL pour t ∈ IR, eit
√
L pour

t ∈ IR (si L est positif) et (L− zId)−1 pour z 6∈ σ(L) qui sont des solutions
des équations différentielles ordinaires suivantes

∂u

∂t
+ L(u) = 0 équation de la chaleur,

∂u

∂t
+ +iL(u) = 0 équation de Schrödinger,

∂2u

∂t2
+ L(u) = 0 équation des ondes,

(L− zId)(u) = f équation de Helmholtz.

Si on l’on souhaite passer des équations différentielles ordinaires aux équa-
tions aux dérivées partielles, alors l’opérateurs L va devenir un opérateur
différentiel, par exemple ∂

∂x
, et va donc agir sur un espace de fonctions qui

sera de dimension infinie. L’un des objectif de ce cours est de donner une
version du théorème spectral pour des espaces de dimension infinie. Ce qui
nous permettra de résoudre les équations précédentes en toute généralité.
Mais comme nous le verrons les applications de la théorie spectrale sont très
larges, en particulier nous donnerons une preuve du théorème de Peter-Weyl
sur la représentation des groupes compacts.

Dans un premier temps, nous étudierons l’algèbre des opérateurs sur un
espace de Hilbert et plus généralement le concept de C∗-algèbre. Nous en
profiterons pour donner une courte introduction à la théorie de Gelfand en
démontrant notamment la version commutative du théorème de Gelfand-
Naimark.

Dans un deuxième temps, nous reviendrons aux opérateurs continus auto-
adjoint d’un espace de Hilbert et nous donnerons plusieurs versions du théo-
rème spectral ainsi qu’une courte introduction à la théorie de Fredholm.
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Comme les opérateurs différentiels auxquels on s’intéresse le plus souvent
sont non-bornés et définis seulement sur un sous espace dense de l’espace de
Hilbert ambiant : typiquement le laplacien ∆ défini sur C∞c (Ω) ⊂ L2(Ω). Le
but de l’avant dernier chapitre sera donc de généraliser ce qu’on aura vu pour
les opérateurs bornés à des opérateurs non-bornés.

Enfin, nous donnons une très brève introduction à la mécanique quantique
d’un point vue mathématique et plus précisément du point vu de la théorie
des opérateurs.
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Chapitre 2

Rappels de théorie de la mesure

2.1 Théorie élémentaire de l’intégrale de Le-
besgue

Définition 2.1.1 Une familleM de sous-ensembles d’un ensemble X consti-
tue une σ-algèbre sur X si
i) X ∈M,
ii) M est stable par passage au complémentaire,
iii) M est stable par union dénombrable.

Un ensemble X muni d’une σ-algèbreM est appelé un espace mesurable, on
le note alors (X,M).

Exercise 2.1.1 Montrer que toute partie F ⊂ P(X) admet une plus petite
σ-algèbre qui la contient. On la notera σ(F), c’est la σ-algèbre engendrée par
F .

Définition 2.1.2 Une fonction f : (X,M) → (Y,N ) entre deux espaces
mesurables est dite mesurable si l’image réciproque de tout ensemble mesu-
rable est mesurable.

Cette définition n’est pas sans rappeler celle des fonctions continues. Or
il semble nécessaire qu’une théorie de l’intégration contienne au moins les
fonctions continues. Nous allons donc introduire la σ-algèbre engendrée par

11
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les ensembles ouvert d’un espace topologique.

Soit (X, τ) un espace topologique, alors il existe une plus petite σ-algèbre
sur X qui contient les ouverts de X, c’est σ(τ), mais on préféra la noter
B(X) lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur la topologie de X. Les
éléments de B(X) sont appelés les boréliens de X. Dans la suite, on va tout
particulièrement s’intéresser à des fonctions à valeurs dans IR, [−∞,+∞] et
C. Dans ce cas on supposera ces espaces munis de leur topologie usuelle et
on pourra parler sans ambiguité de fonctions mesurables à valeurs dans l’un
de ces espaces .

Exercise 2.1.2 Montrer que les boréliens de IRk sont engendrés par les pavés
ouverts bornés. Plus précisément, montrer que tout ouvert s’écrit comme une
réunion dénombrable disjointe de pavés semi-ouverts.

Exercise 2.1.3 Montrer que [0, 1) n’est pas union d’intervalles fermés dis-
joints.

Définition 2.1.3 Une mesure positive (resp. complexe) est une fonction µ
définie sur une σ-algèbre M, à valeur dans [0,∞] (resp. C) telle que pour
toute famille (Ak) dénombrable d’éléments disjoints deM on ait :

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

µ (Ak) .

Un espace mesurable (X,M) muni d’une mesure positive (reps. complexe)
est appelé un espace mesuré (resp. espace mesuré complexe), on le (X,M, µ)
ou (X,µ) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la σ-algèbre considérée. La
construction d’une mesure intéressante, même sur IR n’est pas une trivia-
lité, ça sera l’objet de la section 3. Toutefois on peut se donner un premier
exemple simple, en considérant N, muni de la σ-algèbre P(N) et de la mesure
de comptage δ.

Exercise 2.1.4 Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Montrer que si A et B
sont mesurables, on a

si A ⊂ B alors µ(A) ≤ µ(B),
et

si µ(A ∩B) < +∞ alors µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).
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Exercise 2.1.5 Soit (Ak) une famille croissante de parties mesurables d’un
espace mesuré (X,M, µ), montrer que

µ

(⋃
k

Ak

)
= lim

k→∞
µ(Ak).

Montrer que si on ne suppose pas que la famille est croissante on a tout de
même

µ

(⋃
k

Ak

)
≤
∑
k

µ(Ak).

Dans la suite on fixe un espace mesuré (X,M, µ).

Définition 2.1.4 Soit s : X → [0,∞[ une fonction mesurable étagée, c’est
à dire

s =
n∑
i=1

ai1Ai ,

où ai ∈ [0,∞[ et 1Ai est la fonction indicatrice d’un ensemble mesurable Ai.

Nous définissons 1 pour tout élément E ∈M∫
E
s dµ =

n∑
i=1

ai µ(E ∩ Ai).

Lorsque f : X → [0,∞] est une fonction mesurable et que E ∈M, on définit
son intégrale comme suit ∫

E
f dµ = sup

∫
E
s dµ,

où le supremum est pris sur l’ensemble des fonctions mesurables étagées s
vérifiant 0 ≤ s ≤ f .

Exercise 2.1.6 Montrer que si f : IR → C est intégrable par rapport à la
mesure de comptage, alors {x | f(x) > 0} est dénombrable.

Même si la définition de l’intégrale est indépendante de l’existence d’une
suite de fonctions simples qui approche la fonction à intégrer. Ce fait est
crucial pour démontrer les propriétés de bases comme la linéarité.

1. Ici on utilise la convention 0×∞ = 0.
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Théorème 2.1.1 Soit (X,M) un espace mesurable et f : X → [0,+∞] une
fonction mesurable. Alors il existe une suite croissante de fonctions simples
(ϕn) qui converge simplement vers f .

L’intégrale ainsi définie vérifie les propriétés classiques d’additivité et po-
sitivité 2, mais le grand intérêt de l’intégrale de Lebesgue est la facilité avec
laquelle on peut passer à la limite, notamment grâce au théorème suivant.
Théorème 2.1.2 (théorème de convergence monotone) Soit (fn) une
suite de fonctions positives mesurables sur X telle que
i) 0 ≤ f1 ≤ · · · ≤ fn ≤ . . . ,
ii) fn(x)→ f(x) pour tout x ∈ X,
alors la fonction f est mesurable et

lim
n→+∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

Définition 2.1.5 Soit f : X → C mesurable, on dit que f est intégrable si∫
X
|f | dµ <∞.

On note alors L1(µ) l’ensemble des fonctions intégrables et on définit alors
son intégrale comme suit, si f = u+ iv, on pose∫

X
f dµ =

∫
u+ dµ−

∫
u− dµ+ i

∫
v+ dµ− i

∫
v− dµ.

L’intégrale ainsi définie vérifie les propriétés classiques de linéarité et l’in-
égalité triangulaire 3, mais conserve aussi un bon comportement vis à vis du
passage à la limite, notamment grâce au théorème suivant.
Théorème 2.1.3 (théorème de convergence dominé) Soit (fn) une suite
de fonctions complexes mesurables sur X telle que

fn(x)→ f(x) pour presque 4tout x ∈ X,
et telle qu’il existe g : X → [0,∞] intégrable telle que

|fn(x)| ≤ g(x),
alors la fonction f est intégrable et

lim
n→∞

∫
X
|fn − f | dµ = 0.

2. voir [Vil10] II-43 pour les détails.
3. voir [Vil10] II-43 et II-47 pour les détails.
4. c’est à dire sur un ensemble Y telle que µ(X \ Y ) = 0.
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2.2 Prolongement et complétion
Afin de construire une mesure, nous aimerions définir sa valeur sur des

objets élémentaire comme les boules d’un espace métrique, mais rien ne nous
garantie que cela va bien définir une mesure sur la tribu borélienne. Pour cela
on a besoin d’un théorème qui assure que le prolongement est possible, c’est
l’objectif du théorème de Carathéodory. Mais avant on introduit le concept
de mesure extérieur qui prolonge le concept de mesure à P(X) quitte à perdre
la σ-additivité.

Définition 2.2.1 On appelle mesure extérieur sur X tout application µ∗ :
P(X)→ [0,∞] telle que
i) µ∗(∅) = 0,
ii) si A ⊂ B alors µ∗(A) ≤ µ∗(B),
iii) µ∗ (∪∞k=1Ak) ≤

∑∞
k=1 µ

∗(Ak), σ-sous-additivité.

Exercise 2.2.1 Soit (X,M, µ) un espace mesuré, on définit

µ∗(E) = inf
{ ∞∑
k=1

µ(Ak) |Ak ∈M et E ⊂
∞⋃
k=1

Ak

}
,

montrer µ∗ est une mesure extérieur. Plus généralement si F ⊂ X et µ :
F → [0,+∞] alors cela définit une mesure extérieur, on parlera de mesure
extérieur associé à µ, mais attention µ∗ ne prolonge pas nécessairement µ.

Il nous faut également introduire le concept de classe monotone, essentiel
dans la preuve dut théorème de Carathéodory.

Définition 2.2.2 On appelle classe monotone une famille C de parties d’un
ensemble X, telle que
i) si A,B ∈ C et A ⊂ B alors B \A ∈ C, stabilité par différence croissante,
ii) si Ak ∈ C et Ak ⊂ Ak+1 alors ∪kAk ∈ C, stabilité par union croissante.

Exercice 2.2.1 (lemme des classes monotones) Soit F une famille de
parties d’un ensemble X, stable par intersection finie. Soit C la plus petite
classe monotone contenant F ; on suppose que X ∈ C. Alors C coïncide avec
σ(F).
Indication : Montrer qu’il suffit d’avoir la stabilité par intersection. Puis soit
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A ∈ F , montrer que {B ∈ C |A ∩B ∈ C} = C, puis de même avec A ∈ C, et
conclure 5.

Enfin, avant d’énoncer le théorème, on définit la notion de complétion
pour une mesure. Effet il peut être utile 6 de compléter une mesure en ajou-
tant tous les ensembles qui sont contenus dans un ensemble négligeable.

Exercise 2.2.2 Soit (X,M, µ) un espace mesuré, et soit

M = {A ∪B |A ∈M et B ⊂ N tel que µ(N) = 0} .

Montrer queM est une σ-algèbre, et que µ admet un prolongement unique
µ àM, de sorte que (X,M, µ) est un espace mesuré complet, c’est-à-dire tel
que tout sous-ensemble d’une partie négligeable est mesurable.

Théorème 2.2.1 (théorème de prolongement de Carathéodory) Soient
X un ensemble et F une famille de parties de X stable par intersection finie
et qui contient l’ensemble vide et X. Soit µ : F → [0,+∞] tel que µ(∅) = 0,
on a
i) Si X est union dénombrable d’une famille croissante d’éléments Xk de
F tels que µ(Xk) < +∞, alors il existe au plus un prolongement de µ
en une mesure sur σ(F) ;

ii) Soit µ∗ la mesure extérieur associée à µ. On suppose que

∀A,B ∈ F , µ(A ∩B) + µ∗(A \B) = µ(A). (2.1)

Alors µ∗ définit sur σ(F) une mesure qui prolonge µ. En outre, cette
mesure est σ-additive sur la σ-algèbreM, contenant σ(F), définie par

M = {A ⊂ X | ∀B ⊂ X,µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A) = µ∗(B)} .

Les éléments de M sont dits µ-mesurables ; la σ-algèbre M, munie de
µ∗, est automatiquement complète.

iii) Si on suppose de plus que la différence de deux éléments de F peut
s’écrire comme une union finie disjointe d’éléments de F . Alors la condi-
tion (2.1) est équivalente à la σ-additivité 7 de µ sur F .
En particulier il suffit que µ soit σ-additive pour se prolonger en une
mesure.

5. ce raisonnement classique sera d’une grande utilité pour la preuve du théorème de
Carathéodory.

6. mais aussi dangereux, voir section 3.
7. il est pas nécessaire de supposer que F est stable par union dénombrable.
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Preuve du théorème 2.2.1 :

Preuve de (i) :

Tout d’abord supposons que (i) soit vérifié lorsque µ(X) < ∞, alors si
on avait deux prolongements possibles µ1 et µ2, on aurait µ1(Xk ∩ A) =
µ2(Xk ∩A) pour tout k et A ∈ σ(F). Puis utilisant le fait que les µi sont σ-
additives et que la suite Xk est croissante, d’après l’exercice 2.1.5, on obtient
que µ(A) = µ̃(A) pour tout A ∈ σ(F), ce qui prouve l’unicité.

Reste à prouver (i) lorsque µ(X) <∞. Tout d’abord on remarque que le
lemme des classes monotones s’applique et que σ(F) est simplement la plus
petite classe monotone contentant F . Soient deux prolongements possibles
µ1 et µ2, on pose

G = {A ∈ σ(F) |µ1(A) = µ2(A)}.

On remarque que G est une classe monotone 8 contentant F et donc G =
σ(F), ce qui achève la preuve. �

Preuve de (ii) :

Etape 1 :M est une algèbre.
Il est clair que ∅ ∈ M et queM est stable par passage au complémentaire. Il
reste à démontrer queM est stable par intersection. Pour cela on va procéder
par double inégalité. Soit A1, A2 ∈M, on a, par sous-additivité de µ∗, que

µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩ (A1 ∩ A2)) + µ∗(B \ (A1 ∩ A2)) pour tout B ⊂ X.

D’autre part, en remarquant que B \ (A1 ∩A2) = ((B ∩A1) \A2)∪ (B \A1),
on a donc pour sous-additivité

µ∗(B \ (A1 ∩ A2)) ≤ µ∗(((B ∩ A1) \ A2)) + µ∗(B \ A1),

d’où

µ∗(B ∩ (A1 ∩ A2)) + µ∗(B \ (A1 ∩ A2)) ≤ µ∗((B ∩ A1) ∩ A2) + µ∗(((B ∩ A1) \ A2)) + µ∗(B \ A1)
= µ∗(B ∩ A1) + µ∗(B \ A1) = µ∗(B),

8. c’est ici qu’on utilise la finitude, pour donner du sens à µ(B \A) = µ(B)− µ(A).
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ce qui prouve que A1 ∩ A2 ∈M.

Etape 2 : µ∗ est additive surM
En effet soit A,B ∈M deux éléments disjoints alors

µ∗(A ∪B) = µ∗((A ∪B) ∩ A) + µ∗((A ∪B) \ A) = µ∗(A) + µ∗(B).

De plus si B ⊂ X et A1, A2 ∈M disjoints, on a

µ∗(B∩(A1∪A2)) = µ∗((B∩(A1∪A2))∩A1)+µ∗((B∩(A1∪A2))\A1) = µ∗(B∩A1)+µ∗(B∩A2),

ce qu’on généralise par récurrence à une union finie d’élément disjoints.

Etape 3 :M est une σ-algèbre et µ∗ est σ-additive surM .
Pour montrer cela on va procéder comme précédemment par double inégalité,
en fait il suffit de montrer que pour toute famille Ak d’éléments disjoints de
M et toute partie B de X, on a

µ∗(B ∩ (∪Ak)) + µ∗(B \ (∪Ak)) ≤ µ∗(B),

Etant donné que l’autre inégalité est une conséquence de la sous-additivité.
Notons An = ∪nk=1Ak, alors par additivité et croissance, grâce à l’étape

précédente, on a

µ∗(B) = µ∗(B ∩ An) + µ∗(B \ An) ≥
n∑
k=1

µ∗(B ∩ Ak) + µ∗(B \ A∞).

En passant à la limite et en utilisant la sous-additivité, on obtient le résultat
souhaité, plus précisément

µ∗(B) ≥
∞∑
k=1

µ∗(B ∩Ak) +µ∗(B \A∞) ≥ µ∗(B ∩A∞) +µ∗(B \A∞) ≥ µ∗(B).

De plus en posant B = X, dans l’inégalité précédente, on obtient directement
la σ-additivité de µ∗ surM.

Etape 4 : µ∗ est complète surM.
Soit A ∈ M telle que µ∗(A) = 0, A′ ⊂ A et B ⊂ X alors µ∗(B ∩ A′) ≤
µ∗(A) = 0 et µ∗(B) ≥ µ∗(B \ A′) ≥ µ∗(B \ A) = µ∗(B) d’ou µ∗(B \ A′) +
µ∗(A′ ∩B) = µ∗(B), ce qui prouve bien que A′ est mesurable.
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Il est a noter que jusqu’ici nous n’avons pas utilisé (2.1).

Enfin pour achever la preuve de (ii), il suffit de montrer que σ(F) ⊂M,
c’est à dire que F ⊂ M, car en appliquant (2.1) avec B = ∅, on aura
µ(A) = µ∗(A) pour tout A ∈ F et donc µ∗ prolongera bien µ. Soit A ∈ F
et B ⊂ X. On choisit (Bk) une famille d’éléments de F recouvrant B. On
applique alors la sous-additivité et (2.1), ce qui donne

µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A) ≤
∑
k

µ(Bk ∩ A) + µ∗(B \ A)

≤
∑
k

(µ(Bk ∩ A) + µ∗(Bk \ A)) =
∑
k

µ(Bk),

en passant à la borne inférieur on obtient

µ∗(B ∩ A) + µ∗(B \ A) ≤ µ∗(B)

l’autre inégalité étant toujours satisfaite, cela prouve bien que A ∈M. �

Preuve de (iii) : Dans le cas où (2.1) est satisfaite, d’après (ii), µ∗ est
bien un prolongement de µ et donc µ est σ-additive sur F .

Supposons maintenant que µ est σ-additive sur F et prouvons (2.1). Pour
cela, il suffit de montrer que µ et µ∗ coïncide sur F . En effet, comme on l’a
vu au ii), µ∗ est bien défini sans l’hypothèse (2.1) et dans ce cas elle est
sous-additive. Donc si µ et µ∗ coïncident, on a l’inégalité suivante

µ(A) ≤ µ(A ∩B) + µ∗(A \B) pour tout A,B ∈ F .

Pour établir l’égalité inverse on remarque que par hypothèse A \ B est
une union finie disjointe d’éléments de F , c’est-à-dire

A \B =
l⋃

i=1
Ci avec Ci ∈ F

d’ou

µ(A ∩B) + µ∗(A \B) ≤ µ(A ∩B) +
l∑

i=1
µ∗(Ci) = µ(A ∩B) +

l∑
i=1

µ(Ci).
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Or A ∩B et (Ck) forment une partition de A donc, µ étant additive , on
a bien

µ(A ∩B) + µ∗(A \B) ≤ µ(A ∩B) +
l∑

i=1
µ(Ci) = µ(A).

Reste à prouver que µ et µ∗ coïncident sur F . On sait que par définition
on a µ∗(A) ≤ µ(A) pour tout A ∈ F . D’autre part soit (Ak) un recouvrement
de A ∈ F par des éléments de F , on pose A′k = Ak \ (∪i<kAi) qui forme une
partition du recouvrement.

On vérifie que chaque A′k peut s’écrire comme union finie d’éléments dis-
joints de F .

En effet chaque différence Ak \ Al est égale à ∪1≤i≤NlFi,l, où les Fi,l sont
des éléments disjoints de F . On a donc

A′k = (Ak \ A1) ∩ · · · ∩ (Ak \ Ak−1)

=
 ⋃

1≤i≤N1

Fi,1

 ∩ · · · ∩
 ⋃

1≤i≤Nk−1

Fi,k−1


⋃

i1,...,ik−1

Fi1,1 ∩ · · · ∩ Fik−1,k−1.

On vérifie que cela conduit à une partition des A′k en éléments disjoints
de F , que l’on réécrit A′k = ∪1≤i≤Mk

Ck,i. En outre on a

Ak =
⋃

1≤l≤k,1≤i≤Ml

Cl,i,

d’ou par σ-additivité de µ,

µ(Ak) =
∑

1≤l≤k,1≤i≤Ml

µ(Cl,i),

ce qui donne en conservant uniquement les termes tels que l = k,∑
1≤i≤Mk

µ(Ck,i) ≤ µ(Ak),

d’ou ∑
k,i

µ(Ck,i) ≤
∑
k

µ(Ak),
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puis par croissance 9 de µ, on a∑
k,i

µ(Ck,i ∩ A) ≤
∑
k

µ(Ak).

Or les (Ci,k ∩ A) forment une partitions de A, donc par σ-additivité,
µ(A) ≤

∑
k

µ(Ak),

et ceci pour tout recouvrement, on a donc µ(A) ≤ µ∗(A), ce qui achève la
preuve. �

2.3 Changement de variables
Exercise 2.3.1 Soit (X,M) un espace mesurable, Y un ensemble quel-
conque, et f : X → Y . Montrer que

f#M = {B ⊂ Y | f−1(B) ∈M}
est la plus grande σ-algèbre qui rende f mesurable, elle est appelée σ-algèbre
image deM par f .
Définition 2.3.1 (Mesure image) Soit (X,M, µ) un espace mesuré, et
f : X → Y . Alors la formule

ν(B) := µ(f−1(B))
définit une mesure sur la σ-algèbre image f#A, appelée mesure image de µ
par f et notée f#µ.
Si Y est déjà mesurable par B et f mesurable, alors f#µ est définie par
restriction sur B.

Théorème 2.3.1 Soient (X,M, µ) un espace mesurable et (Y,N ) un espace
mesurable, et φ : X → Y une application mesurable. Alors,
i) Pour toute fonction f mesurable sur Y , à valeurs dans [0,+∞], on a∫

fd(φ#µ) =
∫

(f ◦ φ)dµ.

ii) Pour toute fonction f mesurable sur Y , à valeurs dans C, la fonction
f◦φ est µ-intégrable si et seulement si la fonction f est (φ#µ)-intégrable,
et l’égalité ci-dessus est alors vérifiée.

9. C’est une conséquence
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2.4 Intégration sur un espace produit
Si l’on veut définir une mesure sur IRk, il semble naturel de s’appuyer sur

la structure produit pour étendre les objets définis sur IR.

Définition 2.4.1 Soient (X,M) et (Y,N ) deux espaces mesurables, on ap-
pelle σ-algèbre produit sur X×Y , et on la noteM⊗N , la σ-algèbre engendrée
par les pavés A×B, où A ∈M et B ∈ N .

Exercise 2.4.1 Montrer que B(IRn)⊗ B(IRm) = B(IRn+m).

Exercise 2.4.2 Soient F ⊂ P(X) et G ⊂ P(Y ), on suppose de plus que
X(resp. Y ) est union dénombrable d’éléments de F(resp. G). Montrer que,
σ(F)⊗ σ(G) = σ(F ⊗ G).
Indication : On remarquera que si A ∈ F et B ∈ G alors A × Y et X × B
sont dans σ(F ⊗ G), à partir de la on suivra l’idée de la démonstration du
lemme des classes monotones.

Exercise 2.4.3 Montrer que M ⊗ N est la plus petite classe monotone
contenant les pavés.

Définition 2.4.2 Soient (X,M) et (Y,N ) deux espaces mesurables. Si Q ∈
M⊗N et (x, y) ∈ X × Y , on définit

Qx = {y ∈ Y | (x, y) ∈ Q} et Qy = {x ∈ X | (x, y) ∈ Q}.

On appelle Qx et Qy respectivement tranche selon x et tranche selon y.

Proposition 2.4.1 Soient (X,M) et (Y,N ) deux espaces mesurables. Soit
Q ∈M⊗N , alors Qx et Qy sont mesurables.

Preuve :
On pose

C = {Q ⊂ X × Y |Qx ∈ N}.

En fait C est la σ-algèbre image de la projection y 7→ (x, y), et clairement C
contient tous les pavés P = A×B, car Px est soit vide soit égale à B. Donc
C contient la σ-algèbre produit. On procède de même pour Qy. �
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Exercise 2.4.4 Soient (X,M) et (Y,N ) deux espaces mesurables. Soit f :
X × Y → [−∞,∞] une fonction mesurable pour la σ-algèbre produit, alors
y 7→ f(x, y) (resp. x 7→ f(x, y) ) est mesurable pour tout x ∈ X (resp. pour
tout y ∈ X).
Indication : Utiliser la proposition précédente et l’approximation par des fonc-
tions mesurables étagées.

Théorème 2.4.1 Soient (X,M, µ) et (Y,N , ν) deux espaces mesurés σ-
finis, alors il existe une unique mesure, notée µ⊗ ν, sur X × Y telle que

∀(A,B) ∈M×N µ⊗ ν(A×B) = µ(A)× ν(B),

c’est la mesure produit 10.

Preuve :

Il s’agit d’une application du théorème de Carathéodory. On prend F
l’ensemble de tous les pavés A×B et on pose µ⊗ ν(A×B) = µ(A)× ν(B).
Clairement F est stable par intersection. Par σ-finitude, on a la conclusion
i) du théorème de 2.2.1.
De plus la différence de deux pavés est union finie de pavés, donc il reste
simplement à vérifier la σ-additivité pour avoir la conclusion ii) du théorème
de 2.2.1, ce qui achèvera la preuve.

Soit Pk = Ak×Bk un ensemble de pavés disjoints dont l’union est encore
un pavé que l’on note P = A × B. On démontre sans peine que, grâce à la
σ-finitude, on peut supposer que µ(A) < +∞ et ν(B) < +∞. On pose alors

fk = ν(Bk)1Ak ,

qui est mesurable et dont l’intégrale vaut µ⊗ ν(Ak × Bk) = µ(Ak)× ν(Bk).
On a alors, d’après le théorème de convergence monotone,

∑
k

fk(x) =
∑
k

∫
B

1Bk(y)1Ak(x) dν(y)

=
∑
k

∫
B

1(x,y)∈Pk dν(y) =
∫
B

∑
k

1(x,y)∈Pk dν(y),

10. Comme pour l’intégrale on utilise la convention 0×+∞ = 0.
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la fonction 1(x,y)∈Pk est bien mesurable grâce à l’exercice ci-dessus. On re-
marque que la dernière somme n’est rien d’autre que la fonction indicatrice
de P par hypothèse. Ce qui donne

∑
k

fk(x) = ν(B)1A.

On appliquant encore une fois le théorème de convergence monotone, on a

∑
k

µ⊗ ν(Ak ×Bk) =
∑
k

∫
X
fk dµ(x) =

∫
X

∑
k

fk dµ(x)

=
∫
X
ν(B)1A dµ(x) = µ⊗ ν(A×B),

ce qui achève la preuve. �

Théorème 2.4.2 (Fubini) Soient (X,M, µ) et (Y,N , ν) deux espaces me-
surés σ-finis.

i) Soit f : X × Y → [0,+∞] mesurable, on pose

φ(x) =
∫
Y
f(x, . ) dν et ψ(y) =

∫
X
f( . , y)dµ

alors φ et ψ sont mesurables et de plus∫
X
φ dµ =

∫
X×Y

fd(µ⊗ ν) =
∫
Y
ψ dν. (2.2)

ii) Soit f : X × Y → C mesurable, on pose

Φ(x) =
∫
Y
|f(x, . )| dν

et on suppose que ∫
X

Φ dµ <∞,

alors f est intégrable.
iii) Si f est intégrable alors, f(x, . ) et f( . , y) le sont presque partout et

(2.2) est satisfaite.
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Le théorème de Fubini nous assure que si f est intégrable, on peut inté-
grer par tranche dans un sens ou dans l’autre. Parfois on aimerait avoir des
tranches curvilignes, c’est possible grâce à la formule la co-aire, voir le cours
de Thierry de Pauw.

Preuve :

Preuve de i) :

Grâce au théorème de convergence monotone et l’hypothèse de σ-finitude
on peut supposer que µ et ν sont finies.

On va d’abord démontrer i) pour f = 1Q où Q ∈M⊗N . Soit

C = {Q ∈M⊗N | i) est vraie pour 1Q}

alors, par constructions de la mesure produit, C contient tous les pavés. Grâce
au théorème de convergence monotone, on montre que C est stable par union
croissante. Enfin en écrivant la fonction caractéristique d’une différence crois-
sante comme une différence de deux fonctions caractéristiques, on prouve que
C est une classe monotone. Le lemme des classes monotones nous assure que
C contient bien la σ-algèbre produit.
Enfin on établit i) en approchant une fonction mesurable par une suite de
fonction simple croissante et en appliquant le théorème de convergence mo-
notone.

Preuve de ii)
On applique i) à |f |.

Preuve de iii)
On suppose f réel pour simplifier, le cas complexe se déroule exactement de
la même manière. Soit φ+ et φ− les fonction associé à f+ et f− par le i).
Alors φ+ et φ− sont intégrables et de plus on a∫

X
φ+ dµ =

∫
X×Y

f+d(µ⊗ ν)

et ∫
X
φ− dµ =

∫
X×Y

f−d(µ⊗ ν).



26 CHAPITRE 2. RAPPELS DE THÉORIE DE LA MESURE

En remarquant que

f(x, . ) = f+(x, . )− f−(x, . ),

alors f(x, . ) est intégrable dés que φ+(x) < ∞ et φ−(x) < ∞. Or cette
condition est vraie presque partout, et dans ce cas on peut définir φ(x) =
φ+(x) − φ−(x) presque partout. En soustrayant les équations (2.2) vérifiées
par f+, φ+ et f−, φ− on obtient la partie de gauche de (2.2) pour f et φ. La
partie de droite s’en déduit par symétrie, ce qui achève la preuve. �

2.5 Mesure de Borel positive
Dans cette section on suppose que X est un espace topologique muni

d’une σ-algèbreM, contenant les boréliens, et d’une mesure µ.

Définition 2.5.1 Soit X un espace séparé localement compact, on dira que
µ est une mesure de Borel si elle prend une valeur finie sur tout compact.
On dit qu’une telle mesure est intérieurement régulière 11 si

µ(A) = sup{µ(K) |K ⊂ A et K compact}.

On dit qu’une telle mesure est extérieurement régulière si

µ(A) = inf{µ(O) |A ⊂ O et O ouvert }.

Si µ est intérieurement et extérieurement régulière alors on dira simplement
qu’elle est régulière.

Exercise 2.5.1 Soit µ une mesure régulière sur X, alors, toute partie A ∈
M de mesure finie, peut se décomposer sous la forme F ∪ N , où F est une
union dénombrable de compact et N un ensemble négligeable ; elle peut aussi
se décomposer sous la forme G \ N , où G est une intersection dénombrable
d’ouverts et N un ensemble négligeable.
Si on suppose de plus que X est σ-compact, alors pour tout ensemble mesu-
rable E il existe un Fσ A et Gδ B tels que A ⊂ E ⊂ B et µ(B \ A) = 0.

Les mesures définies sur certains espaces topologiques sont automatique-
ment régulières, c’est le cas des espaces polonais 12 et des espaces localement
compacts, comme le montrent les deux théorèmes suivant.
11. dans ce cas on parle aussi de Mesure de Radon.
12. une espace métrisable séparable et complet.
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Théorème 2.5.1 Soit X un espace polonais muni d’une mesure de Borel µ,
σ-finie. Alors µ est automatiquement régulière, et concentrée sur un ensemble
σ-compact.

En particulier les mesures de Borel sur IRn finies sur les compacts sont régu-
lières.

Théorème 2.5.2 Si X est un espace topologique séparé localement compact
et tel que tout ouvert est σ-compact alors toute mesure de Borel est régulière.

A l’image d’une fonction, on aimerait définir le support d’une mesure,
mais comme pour les fonction continue, on a besoin d’un peu de régularité.

Exercise 2.5.2 Montrer que si X un espace topologique séparé et µ une
mesure de Borel régulière sur X, alors l’union(quelconque) des ouvert de
mesure nulle est de mesure nulle.

Définition 2.5.2 Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure de
Borel régulière sur X. On définit le support de µ comme le complémentaire
du plus grand ouvert sur lequel µ est identiquement nulle.
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Chapitre 3

Mesure de Lebesgue

3.1 Construction de la mesure de Lebesgue
A l’aide du théorème de Carathéodory nous sommes en mesure de construire

la mesure de Lebesgue sur IR.

Théorème 3.1.1 Il existe une unique mesure de Borel λ sur IR telle que
la mesure d’un intervalle [a, b] soit égale à sa longueur b − a. On l’appelle
mesure de Lebesgue. La complétion de λ, que l’on note aussi λ, également ap-
pelée mesure de Lebesgue, est définie sur la σ-algèbre des ensembles Lebesgue-
mesurables, qui est constituée de toutes les parties E de IR telles qu’il existe
des ensembles boréliens A et B tels que A ⊂ E ⊂ B et λ(B \ A) = 0.

On notera L(IR) la σ-algèbre des ensembles Lebesgue-mesurables. Puis
par induction on définit la mesure de Lebesgue λk (ou simplement λ) sur IRk

comme ⊗kλ.

La preuve de l’existence de la mesure de Lebesgue repose sur l’exercice
suivant.

Exercise 3.1.1 Soit (Ik) une famille d’intervalles disjoints dont la réunion
est un intervalle I, montrer que

∞∑
k=1
|Ik| = |I|.

29
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Preuve du théorème 3.1.1 :

Bien sûr il s’agit d’appliquer le théorème de Carathéodory à une famille
bien choisie qui se trouve être simplement les intervalles de IR, puisque cette
famille est stable par intersection finie, et que d’après l’exercice 3.1.1, la
longueur est σ-additive sur cette famille. De plus IR est égale à l’union des
[−k, k], donc l’unicité est assurée par le (i) du théorème 2.2.1. Enfin l’exis-
tence est assurée par le (iii) du théorème 2.2.1, puisque la différence de deux
intervalles est réunion d’un nombre finie d’intervalles, et dans ce cas on pourra
appliquer (ii). �

Exercise 3.1.2 Montrer que cette mesure est invariante par translation et
que cette propriété la caractérise(à multiplication par un scalaire près).

Exercise 3.1.3 Montrer que pour tout T ∈ GL(IRk) on a T#λ = det(T−1)λ.

Exercise 3.1.4 Soient E un ensemble de mesure nulle de IRk et ε > 0 et η >
0. Montrer qu’il existe un recouvrement de E par un nombre dénombrable
de boules B(xi, ri) telles que xi ∈ E, 0 < ri < η et ∑i λ(B(xi, ri)) < ε.

3.2 Ensemble non-mesurable au sens de Le-
besgue

Théorème 3.2.1 (Paradoxe de Viatli) L(IR) 6= P(IR).

Preuve :

Soit [0, 1] muni de la relation d’équivalence

xRy si et seulement si x− y ∈ Q.

On choisit 1 un représentant dans chaque classe d’équivalence et on note E
l’ensemble des représentants. Comme [0, 1] ⊂ Q + E, on voit que λ(E) ne
peut être définit et donc E n’est pas mesurable. �

1. Grâce à l’axiome du choix.
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Exercise 3.2.1 En déduire que contrairement aux boréliens, les ensembles
Lebesgue-mesurables ont un mauvais comportement vis à vis du produit, i.e.
L(IRm+n) 6= L(IRm)⊗ L(IRn).

Pour plus de précision, notamment sur le paradoxe de Banach-Tarsky, on
pourra consulter les références : [Vil10] chapitre IV et [CQ] chapitre VI.

3.3 L’intégrale de Lebesgue généralise l’inté-
grale de Riemann

On rappelle la définition de l’intégrale de Riemann sur un intervalle com-
pact, mais tout ce qui suit passe aux intégrales de Riemann généralisées,
puisque tout intervalle de IR est limite croissante d’intervalles compacts, voir
[Vil10] section IV.3.

Définition 3.3.1 Soient [a, b] un intervalle de IR et f : I → IR+ une fonc-
tion bornée. Pour une subdivision σ de [a, b], c’est à dire une partition en
sous-intervalle J1, . . . , Jk, on définit

I−(f, σ) =
k∑
i=1
|Jk|mk et I+(f, σ) =

k∑
i=1
|Jk|Mk

où mk = infJk f et Mk = supJk f . Puis on pose

R−(f, [a, b]) = sup
σ
I−(f, σ) et R+(f, [a, b]) = inf

σ
I+(f, σ),

où les extrema sont pris sur toutes les subdivisions. On dit que f est Riemann-
intégrable sur [a, b] si R+(f, [a, b]) = R−(f, [a, b]) et cette valeur est l’intégrale
de f sur [a, b].

Théorème 3.3.1 Soit f : [a, b] → IR+ une fonction bornée. Alors f est
Riemann-intégrable si et seulement si
i) elle est Lebesgue-mesurable,
ii) l’ensemble de ses points de discontinuité est de mesure nulle.
Dans ce cas, l’intégrale de Riemann de f est égale à l’intégrale de Lebesgue
de f .
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Preuve :

Tout d’abord supposons que f soit Riemann intégrable sur [a, b], alors
pour tout m il existe deux subdivisions (Imk ) et (Jmk ) telles que

R(f, [a, b])−
∑
k

|Imk |mk ≤
1
m

et R(f, [a, b])−
∑
k

|Jmk |Mk ≥ −
1
m
.

Et quitte à prendre une subdivision plus fine on peut supposer que Imk = Jmk .
Donc à m fixé on définit f−m et f+

m de sorte que si x ∈ Imk on ait

f−m(x) = mk et f+
m(x) = Mk.

Enfin quitte à prendre chaque subdivision plus fine on peut supposer quelles
sont de plus en plus fines. Dans ce cas f−m est croissante et f+

m est décroissante,
ont peut donc définir leurs limites f− et f+. De plus on a clairement f+ ≥ f−.
D’autre part en appliquant le théorème de convergence monotone, on a∫

f− dλ = lim
m→+∞

∫
f−m dλ et

∫
f+ dλ = lim

m→+∞

∫
f+
m dλ

Or par hypothèse c’est limite sont égales, à R(f, [a, b]), donc∫
(f+ − f−) dλ = 0,

ce qui implique que f+ = f− presque partout. Finalement ces deux fonctions
coïncident presque partout avec f sur [a, b], d’ou f est Lebesgue-intégrable
et R(f, [a, b]) =

∫
f dλ.

Enfin soit D l’ensemble des extrémités des Ik, D est dénombrable donc de
mesure nulle et sur [a, b] \D, f+ = f− = f presque partout donc f est conti-
nue en dehors d’un ensemble de mesure nulle.

Réciproquement soit f Lebesgue-mesurable borné et dont l’ensemble des
points de discontinuité est de mesure nulle. On définit la subdivision suivante

de [a, b] : Ink =
[
a+ k(b− a)

2n , a+ (k + 1)(b− a)
2n

[
, et f−n et f+

n comme ci-

dessus. Soit x un point de continuité de f qui n’appartient pas à une extrémité
des Ik. Pour tout n il existe k tel que x ∈ Ink , comme f est continue en x on
a

sup
In
k

f − inf
In
k

f → 0,
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c’est à dire f+
n (x) − f−n (x) → 0. La suite f+

n − f−n est bornée et converge
simplement vers 0 presque partout, donc par convergence dominée

∫
(f+
n −

f−n ) dλ→ 0, ce qui implique que f est Riemann-intégrable, et comme on l’a
déjà vu dans ce cas les intégrales coïncident. �
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Chapitre 4

Deux théorèmes fondamentaux

4.1 Théorème de Riesz
Grâce à la propriété de linéarité de l’intégrale on vérifie aisément que

L1(µ) est un espace vectoriel et que l’application

f 7→
∫
X
f dµ

définie une forme linéaire. D’autre part si µ est une mesure de Borel, on
peut également vérifier que Cc(X) l’ensemble des applications continue à
support compact de X dans C est un sous-espace de L1(µ). L’objet du théo-
rème suivant est d’établir que toute forme linéaire positive sur Cc(X) peut
s’interpréter comme une mesure sur X.

Théorème 4.1.1 (Théorème de Riesz) Soit X un espace séparé locale-
ment compact et soit Λ une forme linéaire positive sur Cc(X), il existe une
σ-algèbreM, contentant les boréliens, et une unique mesure de Borel presque-
régulière 1, complète et positive µ surM telle que

Λ(f) =
∫
X
f dµ,

pour tout f ∈ Cc(X).

Si X est compact, la positivité implique directement la continuité pour la
norme uniforme. On peut aussi prendre une topologie plus faible sur Cc(X)

1. la régularité intérieur n’a lieu que pour les ouverts (et les ensembles de mesure finie).

35
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qui rend Λ continue et dont l’espace des formes linéaires continues ne sera
rien d’autre l’espace des distributions.

On peut également définir la mesure de Lebesgue à l’aide du théorème de
Riesz, en définissant l’intégrale des fonctions continues en les approchant par
des fonctions en escaliers, l’intégrale une fois définie le théorème nous donne
la mesure, voir [Rud80] 2.20.

Avant de donner la preuve, on rappelle le lemme suivant

Lemme 4.1.1 (Lemme d’Urysohn) Soient X un espace séparé localement
compact, O un ouvert et K un compact contenu dans O. Alors il existe une
fonction continue f à valeurs dans [0, 1] qui vaut 1 sur K et dont le support
est inclus dans O.

Preuve du théorème 4.1.1 :

Montrons tout d’abord l’unicité. Soit µ1 et µ2 deux mesures représentant
la forme linéaire. Soit K un compact et ε > 0, il existe un ouvert O tel
que µ1(K) ≥ µ1(O) − ε. D’après le lemme d’Urysohn, il existe une fonction
continue f à valeurs dans [0, 1] qui vaut 1 sur K et dont le support est inclus
dans O. On a donc

µ2(K) =
∫

1K dµ2 ≤
∫
f dµ2 =

∫
f dµ1 ≤

∫
1O dµ1 = µ1(O) ≤ µ1(K) + ε.

En faisant tendre ε vers 0, on obtient µ2(K) ≤ µ1(K) et l’autre inégalité
s’obtient par symétrie. On a donc égalité sur les compacts, donc sur les ou-
verts par presque régularité" intérieur et sur tous les ensembles par régularité
extérieur.

On va démontrer l’existence à l’aide du théorème de Carathéodory 2.2.1,
pour cela on va définit µ sur les ouvert de X. Là encore, on va approcher les
fonctions indicatrices par des fonctions continues. On pose, pour tout ouvert
O,

µ(O) = sup{Λ(f) | f ∈ Cc(X) vérifiant 0 ≤ f ≤ 1O}.

Pour prolonger µ à l’ensemble des boréliens, il suffit de vérifier que la
condition (2.1) du théorème de Carathéodory est vérifiée. On décompose
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cela en plusieurs étapes :

Etape 1 : µ est σ-sous-additive sur les ouverts.

Soit O = ∪Ok et f une fonction continue à support compact K dans
O. Alors il existe une partition de l’unité de K, c’est à dire des fonctions
continues χki à support dansOki et à valeurs dans [0, 1] telles que∑N

i=1 χki = 1
sur K. On a alors

f = f

(
N∑
i=1

χki

)
=

N∑
i=1

gi,

où les gi sont des fonctions continues à support dans Oki et à valeurs dans
[0, 1]. Ce qui donne

Λ(f) =
∑
i

Λ(gi) ≤
N∑
i=1

µ(Oki) ≤
∑
k

µ(Ok),

on obtient l’inégalité souhaité en passant au supremum sur f .

Puis on remarque que l’ensemble des ouverts est également stable par
union dénombrable, ce qui simplifie la définition de la mesure extérieur,

µ∗(A) = inf{µ(O) |O ouvert tel que A ⊂ O}.

Déslors µ et µ∗ coïncident sur les ouverts. Soit A et B deux ouverts, par
sous-additivité de µ∗, on a

µ(A) ≤ µ(A ∩B) + µ∗(A \B).

Il suffit donc de prouver

µ(A) ≥ µ(A ∩B) + µ∗(A \B). (4.1)
Etape 2 : µ est additive.

D’après l’étape 1, il suffit de montrer qu’elle est sur-additive. Soit O1 et
O2 deux ouverts disjoints et f1 et f2 deux fonctions continues à support dans
O1 et O2 et à valeurs dans [0, 1], alors f1 + f2 est à support dans O1 ∪O2 et
toujours à valeurs dans [0, 1], d’ou

Λ(f1) + Λ(f2) = Λ(f1 + f2) ≤ µ(O1 ∪O2),
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on obtient l’inégalité désirée en passant au supremum en f1 et f2.

Etape 3 : preuve de (4.1).

Soient A et B deux ouverts et f une fonction continue à support compact
à valeur dans [0, 1] dont le support K est contenu dans A ∩B. On sait qu’il
existe K ′ compact et O′ ouvert tels que

K ⊂ O′ ⊂ K ′ ⊂ A ∩B,

en particulier
Λ(f) ≤ µ(O′).

D’autre part
A \B = A \ (A ∩B) ⊂ A \K ′,

et comme A \K ′ est ouvert, on a

µ∗(A \B) ≤ µ∗(A \K ′) = µ(A \K ′).

Finalement
Λ(f) + µ∗(A \B) ≤ µ(O′) + µ(A \K ′).

Or O′ et A \ K ′ sont disjoints, donc on peu appliquer l’additivité, ce qui
donne

Λ(f) + µ∗(A \B) ≤ µ(O′ ∪ (A \K ′)) ≤ µ(A).

On achève la démonstration du théorème en passant au supremum sur f . �

On peut construire une mesure à partir d’une simple forme linéaire sur
les fonctions continues. Il est alors naturel de s’interroger sur la continuité de
l’objet construit, en particulier sur la différence entre les fonction mesurables
et les fonctions continue, c’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 4.1.2 (Théorème de Lusin) Soit (X,M, µ) un espace séparé
localement compact, mesuré tel que µ soit régulière et f une fonction mesu-
rable telle µ({x | f(x) 6= 0}) <∞. Alors, pour tout ε > 0, il existes g ∈ Cc(X)
telle que

µ({x | f(x) 6= g(x)}) < ε.

En plus, on peut assurer que sup |g| ≤ sup |f |.
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L’idée de la démonstration consiste à approcher les supports de fonctions in-
dicatrices inférieurement par des compacts et supérieurement par des ouverts
et d’utiliser le lemme d’Urysohn. On passe au fonction mesurable à l’aide du
théorème d’approximation.

D’autre part, la convergence presque partout implique la convergence
uniforme en-dehors d’un ensemble de mesure arbitrairement petite.

Théorème 4.1.3 (Théorème d’Egoroff) Soient µ une mesure sur IRd et
fk : IRd → C une suite de fonction mesurables qui converge presque partout
sur A de mesure finie. Pour tout ε > 0 il existe B mesurable tel que µ(A\B) <
ε et fk converge uniformément sur B.

Exercise 4.1.1 Montrer que l’hypothèse µ(A) <∞ est essentielle.

D’autre part, on remarque que la mesure produite par le théorème de
Riesz bien que presque régulière, n’est pas σ-finie. Or cette hypothèse est
essentielle si on veut appliquer le théorème de Fubini. Ci-dessous on donne
un énoncé qui nous permettra d’utiliser Fubini pour des mesures produites
par le théorème de Riesz mais a priori non σ-finies.

Théorème 4.1.4 Soient (X,M, µ) et (Y,N , ν) deux espaces mesurés loca-
lement compacts et presque régulier, alors il existe une unique mesure, notée
µ⊗ ν, sur X × Y telle que

∀(A,B) ∈M×N µ⊗ ν(A×B) = µ(A)× ν(B),

c’est la mesure produit. De plus, soit f : X × Y → [0,+∞] µ⊗ ν-intégrable,
alors

∫
X f(x, y) dµ(x) et

∫
Y f(x, y) dν(y) sont bien définies et∫

X

(∫
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
X×Y

fd(µ⊗ν) =
∫
Y

(∫
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

Exercice 4.1.1 Démontrer le théorème précédent.

Indication : démontrer d’abord le théorème pour des ouverts de mesure
fini à l’aide du Fubini classique, puis passer au compact et au σ-compact,
enfin montrer le pour les ensembles négligeables et conclure.
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4.1.1 Convergence et compacité faible des mesures de
Radon

On rappelle qu’une mesure de Radon est une de Borel intérieurement
régulière.

Exercise 4.1.2 Montrer que toute mesure de Radon sur IRd est automati-
quement régulière.

Théorème 4.1.5 Soient µ et (µk) des mesures de Radon sur IRd, les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
i) limk

∫
IRd f dµk =

∫
IRd f dµ pour tout f ∈ Cc(IRd),

ii) lim supk µk(K) ≤ µ(K) pour tout K compact et lim infk µk(O) ≥ µ(O)
pour tout O ouvert.

iii) limk µk(B) = µ(B) pour tout B borélien borné telle que µ(∂B) = 0.

Preuve :

i) implique ii)

Soit U un ouvert et K ⊂ U compact. Il existe f ∈ Cc(U) à valeurs dans
[0, 1] telle que f ≡ 1 sur K. On a alors

µ(K) =
∫

1K dµ ≤
∫
f dµ = lim

k

∫
IR
f dµk ≤ lim inf

k
µk(U).

Par régularité on a
µ(U) ≤ lim inf

k
µk(U).

La deuxième inégalité s’obtient de manière similaire.

ii) implique iii)

Soit B un borélien borné dont le bord est de mesure nulle, on applique
ii) à B̊ ⊂ B ⊂ B.

iii) implique i)
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Soient f ∈ C+
c (IRd) et ε > 0. Il existe R > 0 tel que supp(f) ⊂ B(0, R)

et µ(∂B(0, R)) = 0, on choisit alors une séquence 0 = t0 < . . . tN telle que
tN = 2‖f‖∞, ti+1− ti < ε et µ(f−1(ti)) = 0 . On pose Bi = f−1((ti−1, ti]), on
a alors

N∑
i=2

ti−1µk(Bi) ≤
∫
f dµk ≤

N∑
i=2

tiµk(Bi) + t1µk(B(0, R))

et

N∑
i=2

ti−1µ(Bi) ≤
∫
f dµ ≤

N∑
i=2

tiµ(Bi) + t1µ(B(0, R)).

D’ou
lim sup

k

∣∣∣∣∫ f dµk −
∫
f dµ

∣∣∣∣ ≤ 2εµ(B(0, R)),

et ceci pour tout ε, ce qui achève la preuve. �

Ce qui nous amène à la définition suivante.

Définition 4.1.1 Si l’une des assertions du théorème précédent est vérifiée
alors on dit que (µk) converge faiblement vers µ.

Théorème 4.1.6 (Compacité faible) Soit (µk) une suite de mesure de
Radon qui vérifie

sup
k
µk(K) < +∞ pour tout K compact.

Alors il existe une sous suite (µki) qui converge faiblement vers µ.

Preuve :

Tout d’abord on remarque qu’il suffit de démontrer le théorème lorsque

sup
k
µk(IRd) < +∞,

le cas général s’en déduit en utilisant la σ-compacité et une extraction dia-
gonale.
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Soit (fk) une suite dense de Cc(IRd). Comme
∫
f1 dµk est borné, on peut

trouver une sous suite (µ1
k) et a1 ∈ IR tell que∫

f1 dµ
1
k → a1.

Puis en itérant le procédé d’extraction, on trouve une sous suite (µik) et
ai ∈ IR telle que ∫

fj dµ
i
k → aj pour tout j ≤ i.

On pose alors νl = µll, de sorte que∫
fk dνl → ak pour tout k ≥ 0.

On définit alors L : V ect{(fk)} → IR, application linéaire, par L(fk) = ak.
On remarque que

|L(fk)| ≤ ‖fk‖∞M,

où M = supk µk(IRd). Donc L admet un unique prolongement, toujours noté
L à Cc(IRd), il est clair que L est positive, donc il existe une mesure de Radon
µ telle que

L(f) =
∫
f dµ, pour tout f ∈ Cc(IRd).

Soit f ∈ Cc(IRd), il existe une sous-suite de (fki) qui converge vers f . Soit
ε > 0, pour i assez grand on a

‖f − fki‖∞ ≤
ε

4M .

D’autre part pour j assez grand∣∣∣∣∫ fki dνj −
∫
fki dµ

∣∣∣∣ ≤ ε

2 ,

On a donc ∣∣∣∣∫ f dνj −
∫
f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ (f − fki) dνj
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ (f − fki) dµ

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∫ fki dνj −

∫
fki dµ

∣∣∣∣
≤ ε,

ce qui achève la preuve. �
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4.1.2 Mesure de Haar et analyse sur les groupes loca-
lement compacts

On rappel qu’un groupe topologique est un groupe muni d’une topologie
qui rend l’inversion et la multiplication continue. Un groupe topologique est
dit localement compact s’il est séparé et si tout point possède un voisinage
compact. Voici une propriété des groupes localement compacts qui nous sera
utile par la suite.

Proposition 4.1.1 Soit G un groupe localement compact. On a
— G possède un sous groupe ouvert σ-compact.
— L’union dénombrable de sous-groupe ouvert σ-compact, engendre un

groupe ouvert σ-compact.

Preuve :
Soit V un voisinage symétrique relativement compact de e. Pour tout n, on a
V
n = V n ⊂ V.V n = V n+1. On pose alors H = ∪nV n = ∪nV

n. Or le produit
de deux compacts est compact par continuité de la multiplication. Donc H
est σ-compact. On montre facilement que c’est un groupe. Enfin il est ouvert
car on peut facilement le réécrire comme union d’ouvert.

Soit Hn une suite de sous-groupes σ-compact ouvert. Le groupe engendré
par les Hn est ouvert car il contient un sous-groupe ouvert, H1 par exemple.
Et il est σ-compact, car engendré par les Kk

n tels que Hn = ∪kKk
n. �

Théorème 4.1.7 Soit G un groupe localement compact, il existe une mesure
de Borel presque régulière µ, non-triviale, invariante par action à gauche,
i.e. µ(x.E) = µ(E) pour tout borélien E et x ∈ G. Si ν est une autre me-
sure vérifiant cette propriété, alors il existe une constante positive c telle que
ν(E) = cµ(E) pour tout borélien E.

Exercise 4.1.3 Le but de cette exercice est de démontrer le théorème pré-
cédent.

1) Soit f ∈ Cc(G) montrer que pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de
e tel que pour tout y ∈ V et x ∈ G,

|f(x)− f(y−1x)| ≤ ε.
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Soit f et φ dans C+
c (G) \ {0}, on pose

(f : φ) = inf
n∑
i=1

ci,

où l’infimum est pris sur l’ensemble des ci ∈ IR+ tels qu’il existe xi ∈ G
de sorte que

f ≤
n∑
i=1

ciLxiΦ,

où (LxiΦ)(x) = φ(x−1
i x).

2) Montrer que (f : φ) < +∞.
3) Montrer que

i) (f : φ) = (Lyf : φ) pour tout y ∈ G,
ii) (f1 + f2 : φ) ≤ (f1 : φ) + (f2 : φ),
iii) (cf : φ) = c(f : φ) pour tout c > 0,
iv) si f1 ≤ f2 on a (f1 : φ) ≤ (f2 : φ),
v) (f : φ) ≤ (f : ψ)(ψ : φ) pour tout ψ ∈ C+

c (G) \ {0}.
On fixe f0 ∈ C+

c (G) \ {0} et on pose

Iφ(f) = (f : φ)
(f0 : φ) .

Il est clair que Iφ est invariante à gauche, sous-additive et homogène.
4) Soit f1, f2 ∈ C+

c (G) \ {0} et ε > 0, montrer qu’il existe V voisinage de e
tel que

Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ Iφ(f1 + f2) + ε pour tout φ ∈ C+
c (G) \ {0},

dés que supp(φ) ⊂ V .
5) Montrer que

1
(f0 : f) ≤ Iφ(f) ≤ (f : f0),

en déduire que les Iφ vivent dans un compact de (IR+)C+
c (G).

6) Pour V voisinage de e, on pose

K(V ) = {Iφ | supp(φ) ⊂ V },

Montrer que K(V ) est compact.
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7) En déduire qu’il existe I telle que que pour tout voisinage V de e, ε > 0
et f1, . . . , fn ∈ C+

c (G)., il existe φ ∈ C+
c (G) telle que supp(φ) ⊂ V et

|I(fi)− Iφ(fi)| ≤ ε pour tout i.

En particulier montrer que I est invariante à gauche, additive et homo-
gène.

8) Prolonger I à Cc(G) et en déduire l’existence de la mesure invariante.

Dans la suite on suppose que G est σ-compact 2.

9) Soit µ et ν deux mesures de Haar, montrer que la dérivé de Radon-
Nikodym de µ par rapport à µ+ ν est constante.

10) En déduire l’unicité de la mesure de Haar.

Exercise 4.1.4 Montrer qu’un groupe localement localement compact est
compact si et seulement si il admet une mesure de Haar finie.

Exercise 4.1.5 Montrer qu’un ouvert négligeable pour la mesure de Haar
est nécessairement vide. En déduire que le support d’une fonction intégrable
est nécessairement inclus dans un ensemble σ-compact.

On remarquera que l’exercice précédent nous offre une nouvelle preuve
du théorème de Fubini dans le cas particulier des mesure de Haar.

Exercise 4.1.6 [Exemples] Montrer que les mesures suivantes sont bien des
mesures de Haar(invariante à gauche) :
i) La mesure de Lebesgue sur (IR,+),
ii) dx

x
sur (IR∗+,×),

iii) dxdy
x2 sur le sous-groupe de GL2(IR) formé des matrices de la forme(
x y
0 1

)
.

2. Ce n’est pas nécessaire pour démontrer l’unicité, voir r [Fol95], car on dispose d’un
théorème de Fubini pour les mesures générées par le théorème de Riesz, mais ici on souhaite
appliquer le théorème de Radon-Nikodim qui requière cette hypothèse.
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Soit g ∈ G et µ une mesure de Haar(invariante à gauche) alors µg définie
par

µg(E) = µ(Eg),
est également une mesure de Haar(invariante à gauche). Par unicité il existe
∆(g) > 0 tel que µg = ∆(g)µ. ∆ est la fonction modulaire. On dit qu’un
groupe est unimodulaire si ∆ ≡ 1, dans ce cas toute mesure de Haar est
invariante à gauche et à droite.

Exercise 4.1.7 Montrer que si f ∈ Cc(G) tel que c =
∫
G f dµ 6= 0 alors

∆(y) = 1
c

∫
G
f(xy−1) dµ(x).

En utilisant le 1) de l’exercice 4.1.3, montrer que ∆ est un morphisme conti-
nue de G dans R∗+, et que tout groupe compact ou abélien est unimodulaire.
Enfin montrer que l’exemple iii) du denier exercice n’est pas unimodulaire.

Exercise 4.1.8 Soit GLn(IR) le groupe linéaire de IRn. Montrer que son
complémentaire est négligeable dans Mn(IR). (Indication : considérer cet en-
semble comme les zéros d’un polynôme.) On pose µ(X) = dX

|det(X)|n , où dX

est la mesure de Lebesgue sur Mn(IR) = IRn2 . Montrer que cette mesure est
bien définie et que c’est une mesure de Haar invariante à gauche. Montrer
que c’est un groupe unimodulaire.

Définition 4.1.2 Soient G un groupe localement compact, µ une mesure de
Haar et f, g ∈ L1(G, dµ), on définit la convolutions de f et g comme

f ∗ g(x) =
∫
f(y)g(y−1x) dµ(y).

Exercice 4.1.2 Montrer que

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1.

Pour clore cette section, on présente rapidement la transformé de Fourier
sur les groupes abéliens localement compacts (ALC).

Définition 4.1.3 Soit G un groupe ALC. Un caractère sur G est un homo-
morphisme continue de G dans U. Les caractères forment un groupe, noté
Ĝ, appelé groupe dual.
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Exercice 4.1.3 Montre que :
i) les caractères de Z sont les applications k 7→ eikx2π où x ∈ IR/Z,
ii) les caractères de IR/Z sont les applications x 7→ eikx2π où k ∈ Z,
iii) les caractères de IR sont les applications k 7→ eiyx2π où y ∈ IR.

On peut munir Ĝ de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact, ce qui en fait un groupe topologique localement compact 3 .

Définition 4.1.4 Soit G un groupe ALC et f ∈ L1(G). On définit alors
f̂ : Ĝ→ C par

f̂(ξ) =
∫
G
f(x)ξ(x) dµ(x).

C’est la transformé de Fourrer de f .

Exercice 4.1.4 Montrer que f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

On peut montrer que f 7→ f̂ est une application continue. Mais on a
beaucoup mieux, c’est l’objet des deux théorèmes suivant dont on trouvera
des démonstrations dans [DS09] chapitre 3. Par contre elle repose en partie
sur l’utilisation de C∗-algèbre dont nous parlerons dans les chapitres suivants.

Théorème 4.1.8 (Théorème de Plancherel) Soit G un groupe ALC et
Ĝ son dual. On fixe une mesure de Haar sur G alors il existe une unique
mesure de Haar sur Ĝ telle que pour tout f ∈ L1(G) ∩ L2(G) on ait

‖f‖2 = ‖f̂‖2.

De plus la transformé de Fourier s’étend en une isométrie de L2(G) sur
L2(Ĝ).

Soit G un groupe ALC, à tout élément x ∈ G on peut associer un élément
du bi-dual δx défini par

δx(ξ) = ξ(x).

Théorème 4.1.9 (Dualité de Pontryagin) Soit G un groupe ALC. L’ap-
plication δ : G→ ̂̂

G est un isomorphisme de groupes ALC.
3. voir l’exercice 6.4.4
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4.1.3 Représentation des groupes localement compacts
Définition 4.1.5 Soit G un groupe topologique. On appelle représentation
réel (reps. complexe) de G, la donnée d’un espace Hilbert (reps. Hermitien)
H et d’un morphisme de groupe π : G→ GLc(H) telle que pour tout x ∈ H,
g 7→ π(g)(x) soit continue. Une représentation est dite unitaire si π(g) est
unitaire pour tout g ∈ G.

Exercise 4.1.9 Montrer que pour tout groupe localement compact G, l’ap-
plication

y 7→ Ly

définit une représentation unitaire dans L2(G, dµ).

Définition 4.1.6 Une représentation (π,Hπ) est une sous-représentation d’une
représentation (η,Hη) si Hπ est un sous-espace fermé de Hη et π = η|Hπ . Une
représentation (π,Hπ) est dite irréductible si elle n’a aucune sous-représentation
propre, c’est-à-dire les seuls sous-espaces fermés stable par π son Hπ et {0}.

Exercise 4.1.10 La représentation naturel du groupe des matrices unitaires
U(n) sur Cn est irréductible.

Lemme 4.1.2 (de Schur) Soit G un groupe topologique et soit (π1, H1) et
(π2, H2) deux représentations irréductibles unitaires de G. Soit T une appli-
cation linéaire continue de H1 dans H2 tel que π2(g) ◦ T = T ◦ π1(g) pour
tout g ∈ G. Alors soit T = 0 soit T est un isomorphisme.
De plus, si π1 = π2 est une représentation complexe de dimension finie, alors
T = λId.

Preuve :
On remarque d’abord que le noyau de T est un sous-espace invariant de π1,
on a donc soit Ker(T ) = {0}, soit Ker(T ) = H1. Supposons que T est injec-
tive, alors on remarque l’image de T est un sous-espace invariant de π2, c’est
donc H2 et T est un isomorphisme.

Si la représentation est complexe de dimension finie, alors T admet un
sous-espace propre V , on vérifie alors que ce sous-espace est un sous-espace
invariant de la représentation, on donc V = H et T = λId. �

Exercise 4.1.11 Montrer que les représentations irréductibles complexes
d’un groupe abélien sont de dimension 1.
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Dans le cas d’un groupe abélien, on peut identifier les représentations
irréductibles unitaires et les caractères. En effet pour tout g ∈ G , π(g) est
un automorphisme unitaire de C, c’est à dire un élément de U.
Considérons alors, la représentation de G dans L2(G), et supposons que
L2(G) est séparable. On peut alors trouver une base hilbertienne de L2(G)
de sorte que la restriction de la représentation à chaque espace engendré par
un vecteur de base soit irréductible, donc corresponde à un caractère. On
peut alors écrire pour tout f ∈ L2(G),

f(g) =
∑
χ∈Ĝ

〈f, χ〉χ(g).

On trouve ici la formule d’inversion de Fourier, le but du théorème de Peter-
Weyl est d’étendre cette construction au groupe compact non-abélien.

4.2 Mesures complexes, théorème de Lebesgue-
Radon-Nikodym et applications

4.2.1 Mesures complexes
On a définit une mesure complexe comme une fonction σ-additive à valeur

complexe, définition 2.1.3, c’est à dire pour toute famille (Ak) d’ensembles
disjoints sur un espace mesurable (X,M), on a

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

µ(Ak).

Il est a noter que le membre de droite est supposé convergeant. On re-
marque même qu’il est convergeant pour toute permutation d’indice étant
donné que le terme de gauche est invariant par une telle transformation. Donc
le terme de droite est absolument convergeant.

Définition 4.2.1 Soit (X,M) un espace mesurable, muni d’une mesure com-
plexe µ, on définit la variation total de µ, notée |µ|, comme suit

|µ|(A) = sup
∞∑
k=1
|µ(Ak)|,



50 CHAPITRE 4. DEUX THÉORÈMES FONDAMENTAUX

où le sup est pris sur toutes les partitions dénombrables (Ak) de A.
Dans le cas d’une mesure réelle, on définit alors la variation positive et né-
gative de µ, comme suit

µ+ = µ+ |µ|
2 et µ− = |µ| − µ2 .

Exercise 4.2.1 Montrer que la variation total d’une mesure complexe est
une mesure finie.
Indication : Montrer que si |µ|(X) = +∞, on peut trouver A et B mesurables
disjoints tels que |µ|(A) = +∞ et |µ(B)| ≥ 1.

Le théorème suivant montre que l’on peut décomposer X en deux en-
sembles disjoints supportant chacun une variation de la mesure.

Théorème 4.2.1 (Décomposition de Hahn) Soit (X,M) un ensemble
mesurable muni d’une mesure réel µ. Il existe deux ensembles mesurables
et disjoints A et B tels que les variations positive et négative vérifient

µ+(E) = µ(E ∩ A) et µ−(E) = −µ(E ∩B) pour tout E ∈M.

Preuve du théorème 4.2.1 :

Soit
M = sup

E⊂M
µ(E),

M est finie vue l’exercice 4.2.1. On prend (Ak) une suite d’ensembles mesu-
rables vérifiant

µ(Ak) ≥
(

1− 1
2k
)
M.

On pose
A =

⋂
l

⋃
k≥l

Ak.

Soit B un ensemble mesurable, on a

µ(Ak ∪B) = µ(Ak) + µ(B)− µ(Ak ∩B) ≥ µ(Ak) + µ(B)−M ≥ µ(B)− M

2k ,

puis en itérant, on obtient,

µ(Al ∪ · · · ∪ Ak) ≥ µ(Al)−
M

2l−1 .
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Si, on passe à la limite en k , on a

µ (∪k≥lAk) ≥ µ(Al)−
M

2l−1 ≥
(

1− 3
2l
)
M,

et ensuite en l, on obtient
µ(A) ≥M,

ce qui donne µ(A) = M .
On pose alors B = X \ A. Montrons que pour tout ensemble mesurable
C ⊂ A, on a µ(C) ≥ 0. En effet sinon on aurait

µ(A \ C) = µ(A)− µ(C) > M,

ce qui serait absurde. De même pour tout ensemble mesurable C ⊂ B, on a
µ(C) ≤ 0. Enfin, soit E ∈M, on a par définition de |µ|,

|µ|(E) = |µ|(E ∩ A) + |µ|(E ∩B) = µ(E ∩ A)− µ(E ∩B),

ce qui achève la preuve. �

4.2.2 Fonction maximale et points de Lebesgue
Dans cette section la seule mesure considérée est la mesure de Lebesgue,

notée λ ou | . |.

Un problème classique d’intégration est de montrer que l’intégration et
la différentiation sont des opérations "inverses" l’une de l’autre. Plus précisé-
ment nous allons regarder dans cette section les questions suivantes, que l’on
formule en dimension 1 par soucis de clarté.

— Soit f : [a, b] → C intégrable et F (x) =
∫ x
a f(t) dt, est ce que F est

dérivable ? Et dans ce cas est ce que F ′ = f ?
— Et réciproquement, soit F dérivable presque partout 4, est ce que F ′

est intégrable ? dans ce cas, a-t-on F (x)− F (a) =
∫ x
a F

′(t) dt ?

Exercise 4.2.2 Construire une fonction F croissante telle que F (0) = 0 et
F (1) = 1 et telle que F soit constante en dehors de l’ensemble de Cantor.
En déduire que la réponse à la deuxième question est négative 5.

4. le théorème de Rademacher, nous assure que F Lipschitz est une condition suffisante.
5. Toutefois si on suppose que F est absolument continue alors c’est vrai, voir la preuve

du théorème fondamental de l’analyse.
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En reprenant les notations de la première question, F est dérivable en x
si et seulement si

F (x+ h)− F (x)
h

convergence quand h tend vers 0,

c’est-à-dire si

lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
f(t) dt = lim

|I|→0

1
|I|

∫
I
f(t) dt existe ,

où I = (x, x+ h). Ce qui nous amène à formuler notre premier problème en
toute dimension comme suit : Soit f : IRd → C intégrable et x ∈ IRd :

est ce que l’on a lim
r→0

1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y) dλ(y) = f(x) ?

Pour répondre à cette question, on introduit le concept de fonction maxi-
male, introduit par Hardy et Littelwood.

Définition 4.2.2 Soient U un ouvert de IRd et f ∈ L1(U), on définit sa
fonction maximale, notée M(f), par

M(f)(x) = sup
x∈B

1
|B|

∫
B
|f(y)| dλ(y),

où le supremum est pris sur toutes les boules ouvertes de U qui contiennent
x.

la fonction maximale vérifie les propriétés suivantes.

Théorème 4.2.2 Soient U un ouvert de IRd et f ∈ L1(U), alors
i) M(f) est mesurable,
ii) M(f)(x) < +∞ presque partout,
iii) M(f) vérifie

λ({x ∈ U |M(f)(x) > t}) ≤ C

t
‖f‖1 pour tout t > 0,

où C est une constante qui ne dépend que de d.
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La dernière assertion repose sur le théorème suivant 6.

Théorème 4.2.3 (Théorème de recouvrement de Vitali) Soit X un es-
pace métrique séparable et B une famille de boules fermées de rayon non nul
et majoré. Alors on peut extraire une famille dénombrable B de boules dis-
jointes telle que ⋃

B∈B
B ⊂

⋃
B∈B

5B.

Preuve du théorème 4.2.3 dans le cas fini :

On réordonne les boules par rayon décroissant : B1, . . . , BN . On garde B1
et on élimine toutes les boules qui l’intersectent puisque qu’elles sont inclus
dans 3B1. Puis on sélectionne la première boule dans l’ensemble restant : Bi2 .
On élimine toutes les boules qui l’intersectent et on continue ainsi jusqu’à
épuiser toutes les boules. Le sous ensemble ainsi formé, satisfait clairement
les conditions du théorème. �

Exercise 4.2.3 Démontrer le théorème 4.2.3 dans le cas général.
Indication : Commencer par montrer qu’on peut extraire une famille disjointe
"maximale", puis "ordonner" les boules.

Preuve du théorème 4.2.2 :

On vérifie facilement que Et = {x ∈ U |M(f)(x) > t} est ouvert et
donc mesurable. Ce qui prouve i). Comme ii) est une conséquence de iii), on
prouve directement iii). Soit t > 0, pour tout x ∈ Et il existe rx > 0 tel que

1
|B(x, rx)|

∫
B(x,rx)

|f(y)| dλ(y) > t.

De plus, on a

|B(x, rx)| <
∫
B(x,rx) |f(y)| dλ(y)

t
.

Soit K un compact de Et, alors K est recouvert par un nombre fi-
niede boules (B(xi, rxi))Ni=1. On applique alors le théorème de recouvrement

6. En fait une version finie suffit.
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de Vitali aux (B(xi, rxi))Ni=1. On a donc une famille de boules disjointes
(B(xij , rxij ))

M
j=1, telle que

|K| ≤
∣∣∣∣∣
N⋃
i=1

B(xi, rxi)
∣∣∣∣∣ ≤ 3d

∣∣∣∣∣∣
M⋃
j=1

B(xij , rxij )

∣∣∣∣∣∣
≤ 3d

M∑
j=1

∣∣∣B (xij , rxij )∣∣∣
≤ 3d

t

M∑
j=1

∫
B

(
xij ,rxij

) |f(y)| dλ(y)

≤ 3d
t
‖f‖1,

(4.2)

ce qui achève la preuve, par régularité de la mesure de Lebesgue. �

Exercise 4.2.4 Trouver une fonction dans L1 dont la fonction maximale
n’est pas dans L1.

Définition 4.2.3 On appelle point de Lebesgue de f ∈ L1(IRd), tout point
x ∈ IRd telle que que

lim
r→0

1
λ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dλ(y) = 0.

Exercise 4.2.5 Quels sont les points de Lebesgue d’une fonction continue,
d’une fonction caractéristique d’un intervalle ou encore de la fonction carac-
téristique de l’ensemble de Cantor.

Théorème 4.2.4 Soit f ∈ L1(IRd) fixé alors presque tout x ∈ IRd est un
point de Lebesgue.

Preuve du théorème 4.2.4 :

Il suffit de montrer que

Et =
{
x ∈ IRd | lim sup

r→0

1
λ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dλ(y) > t

}

est de mesure nulle. On fixe ε > 0, d’après le théorème 4.1.2, il existes g
continue telle qui ‖f − g‖1 < ε. D’après l’exercice précédent, on voit que
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lim sup
r→0

1
λ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dλ(y) ≤M(f − g)(x) + |f(x)− g(x)|.

Donc Et ⊂ F t
2
∪ G t

2
où Ft = {x ∈ IRd |M(f − g)(x) > t} et Gt = {x ∈

IRd | |f(x)− g(x)| > t}. D’une part

|Gt| ≤
‖f − g‖1

t
= ε

t

et d’autre part, d’après le théorème 4.2.2,

|Ft| ≤
C‖f − g‖1

t
= Cε

t
,

où C ne dépend que de d. Ceci étant vrai pour tout ε, la preuve est achevée. �

En particulier la réponse à la première partie de notre première question
est affirmative. Nous développerons plus cette question au cours de la preuve
du théorème de de Rademacher.

4.2.3 Théorème de Radon-Nikodym
Définition 4.2.4 Soit (X,M, µ) un espace mesuré, et ν une mesure com-
plexe sur (X,M). On dit que ν est mesurable par µ s’il existe une fonction
mesurable f : X → C telle que ν = fµ. On dit que ν est étrangère à µ si
ν et µ sont concentrés 7 sur des ensembles mesurables disjoints ; dans ce cas
on note µ⊥ν.

Théorème 4.2.5 (Décomposition de Lebesgue) Soient (X,M, µ) un es-
pace mesuré σ-fini, et ν une mesure complexe sur (X,M). Alors il existe une
fonction intégrable f : X → C et une mesure complexe νs, telle que

ν = fµ+ νs avec νs⊥µ.

La mesure νs est unique, et la fonction f est unique à modification près sur
un ensemble de µ-mesure nulle ; en particulier, la mesure fµ est unique.

7. il existe deux ensembles mesurables et disjoints A et B telle que µ(X \ A) = 0 et
ν(X \B) = 0.
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La mesure νs est la partie singulière de µ par rapport à ν. La fonction f est
appelée densité (ou dérivée) de Radon–Nikodym de ν par rapport à µ, et
notée

f = dν

dµ
.

Preuve du théorème 4.2.5 :

Tout d’abord, on montre aisément qu’on peut se ramener au cas de me-
sure positive. Puis on montre également qu’on peut se ramener au cas où X
est de mesure finie pour µ et ν à la l’aide d’une partition σ-finie.

On pose

E = {f : X → [0,+∞] mesurable | fµ ≤ ν} .

Montrons que le maximum de deux éléments de E est dans E . Soir f, g ∈ E ,
A = {f > g} et h = max(f, g), on a

hµ = f1Aµ+ g1X\Aµ = 1A(fµ) + 1X\A(gµ) ≤ 1Aν + 1X\Aν = ν,

et donc h ∈ E . On généralise sans peine cet argument à un nombre finie de
fonctions.
On pose alors

a = sup
{∫

X
f dµ | f ∈ E

}
≤ ν(X) <∞,

et on prend une suite fn ∈ E telle que
∫
fn dµ → a. Quitte à remplacer fn

par max{f1, . . . , fn} on peut supposer fn croissante et finalement on pose
f = sup fn. A l’aide du théorème de convergence monotone on montre que,
pour tout A ∈M, on a∫

A
f dµ = lim

n

∫
A
fn dµ ≤ ν(A),

donc f ∈ E et de plus ∫
X
f dµ = a.

On va montrer que f est la fonction cherchée, c’est à dire que ν̃ = ν− fµ
est étrangère à µ. D’après le théorème 4.2.1, il existe Ak tel que (ν̃− 1

k
µ)+ est

concentré sur Ak et (ν̃− 1
k
µ)− est concentré sur X \Ak. On pose A = ∪∞k=1Ak
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et B = X \ A. On a donc, pour tout k, (ν̃ − 1
k
µ)+ est concentré sur A, d’ou

(ν̃ − 1
k
µ)(B) ≤ 0 pour tout k, ce qui implique ν̃(B) = 0. Il suffit alors de

montrer que µ(A) = 0 pour prouver que ν̃ = ν− fµ et µ sont étrangères. Or
si µ(A) > 0, il existe k telle que µ(Ak) > 0, or ν̃|Ak ≥ 1

k
µ|Ak , ce qui implique

que
ν|Ak ≥

(
f + 1

k

)
µ|Ak

d’ou
ν ≥

(
f + 1

k
1|Ak

)
µ,

en particulier g = f + 1
k
1|Ak ∈ E mais∫

g dµ >
∫
f dµ,

ce qui est une contradiction et achève la preuve du théorème. �

Par exemple, si µ = λ[0,1] et ν = λ[0,1] + δ{1} alors

dν

dµ
= 1[0,1) et νs = δ{1}.

Au vu de la démonstration du théorème de Radon-Nykodim, il est clair
que l’on peut remplacer la mesure complexe par une mesure (positive) σ-
finie, où encore une mesure signée σ-finie. Une mesure signée est la différence
de deux mesures dont l’une des deux au moins est finie.

Corollaire 4.2.1 (Théorème de Radon-Nikodym). Soient (X,M, µ) un es-
pace mesuré σ-fini, et ν une mesure complexe sur (X,M) . Alors les deux
énoncés suivants sont équivalents :
i) ν ne charge aucun ensemble µ-négligeable
ii) ν est mesurable par µ.

Exercise 4.2.6 Soit µ la mesure de comptage sur IR et ν la mesure de
Lebesgue. Montrer que ν ne charge aucun ensemble µ-négligeable et que ν
n’est pas µ-mesurable.

Exercise 4.2.7 On dit qu’une mesure est continue si elle ne charge aucun
atome. On dit aune mesure est discrete si son support est discret, c’est alors
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une somme dénombrable de dirac. Soit µ une mesure σ-fini sur IRk, Montrer
qu’il existe une fonction mesurable f , une mesure µ1 continue et une mesure
µ2 discrete tel que

µ = fλ+ µ1 + µ2
et µi sont étrangère à λ. Cosntuire une mesure continue étrangère à la mesure
Lebesgue.

4.2.4 Application
Le but cette section est d’aboutir à la formule de changement variable en

différentiant la mesure image à l’aide du théorème de Radon-Nikodym. Dans
la suite on se place sur IRk muni de la mesure de Lebesgue λ.

Théorème 4.2.6 (Changement de variables) Soit U un ouvert de IRk

et φ : U → IRk continue, injective, et différentielle sur X ⊂ U mesurable
telle que λ(U \ X) = 0. Alors, en posant Y = φ(X), pour toute fonction
f : IRk → [0,∞], on ∫

Y
f dλ =

∫
X

(f ◦ φ) | det(dφ)| dλ.

Preuve :

D’après le théorème 2.3.1 il suffit de prouver que ν = φ−1#λ = | det(dφ)|λ.
Mais afin que ceci est un sens, il faut que φ−1 soit mesurable ce qui n’est
pas évident puisque a priori elle n’est pas continue. Mais d’après l’exer-
cice 2.5.1, comme IRk est σ-compact, on a que tout ensemble mesurable
s’écrit comme union dénombrable de compacts et d’un ensemble négligeable.
Comme l’image d’un compact par une application continue est compact, il
suffit de vérifie que l’image d’un ensemble négligeable est mesurable. En fait
on fait même mieux c’est l’objet de la première étape.

Etape 1 : ν est bien définie et ne charge aucun ensemble Lebesgue-négligeable

Soit E ⊂ X tel que λ(E) = 0. On définit

Fn,p =
{
x ∈ E | ∀y ∈ B

(
x,

1
p

)
∩ E on ait |φ(x)− φ(y)| ≤ n|x− y|

}
,



4.2. MESURES COMPLEXES, THÉORÈME DE LEBESGUE-RADON-NIKODYM ET APPLICATIONS 59

par hypothèse E = ∪n,p>1Fn,p, donc il suffit de montrer que chaque φ(Fn,p)
est un inclus dans un ensemble de mesure nulle pour conclure grâce à la
complétude de la mesure de Lebesgue. D’après l’exercice 3.1.4, pour tout
ε > 0, on peut recouvrir Fn,p par des boules B(xi, ri) telle que xi ∈ Fn,p,
ri <

1
p
et ∑λ(B(xi, ri)) < ε . On vérifie alors facilement que

∞∑
i=1

λ(φ(B(xi, ri))) < nkε,

on alors λ(φ(Fn,p)) = 0, ce qui prouve l’étape 1.

On peut donc appliquer le théorème de Radon-Nikodym : ν = fλ. Grâce
à l’étape suivante on détermine f .

Etape 2 : lim
r→0

λ(φ(B(x, r)))
λ(B(x, r)) = | det(dφx)|

Sans perte de généralité, on suppose que x = 0 et φ(x) = 0 et on pose
A = dφ(0). Dans un premier temps on suppose que A est injectif. On pose
F = A−1 ◦ φ et on va montrer que

lim
r→0

λ(F (B(0, r)))
λ(B(0, r)) = 1,

ce qui prouvera le résultat grâce à l’exercice 3.1.3.

Etant donné que dF = Id, pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que si
|x| < δ alors

|F (x)− x| ≤ ε|x|.

On a alors pour tout r < δ, les inclusions

B(0, (1− ε)r) ⊂ F (B(0, r)) ⊂ B(0, (1 + ε)r),

d’ou pour tout r < δ,

(1− ε)k ≤ λ(F (B(0, r)))
λ(B(0, r)) ≤ (1 + ε)k,

ce qui donne le résultat souhaité.



60 CHAPITRE 4. DEUX THÉORÈMES FONDAMENTAUX

Enfin si A n’est pas injectif, dans ce cas A(B(0, 1)) est borné et inclus
dans un sous-espace strict donc pour tout ε > 0, il existe η tel que λ({x ∈
IRk | d(x,A(B(0, 1))) < η}) < ε. Or il existe δ > 0 tel que si |x| < δ alors

|φ(x)− Ax| ≤ η|x|.

Donc pour r < δ, φ(B(0, r)) ⊂ {x ∈ IRk | d(x,A(B(0, r))) < rη} or la mesure
du denier ensemble est inférieur à rkε d’après nos hypothèses, donc

λ(φ(B(0, r)) ≤ rkε,

ce qui permet d’achever la preuve. �

4.3 Théorème Fondamental de l’analyse
Une condition intuitivement nécessaire pour que la dérivée d’une fonction

soit intégrable, est que la somme des "sauts" de la fonction soit finie. D’où la
définition suivante.

Définition 4.3.1 Soit f : [a, b] → IR une fonction mesurable. On dit que f
est à variation bornée si

sup
∑
i

|f(ti)− f(ti+1)| < +∞,

où le supremum est pris sur toutes les partitions a = t0 < t1 < · · · < tn = b.
Dans ce cas on note Tf (a, b) ce supremum, c’est la variation total de f sur
[a, b]. On définit également la variation positive de f , comme suit

Pf (a, b) = sup
∑
i

εi(f(ti)− f(ti−1),

où εi vaut 1 si f(ti) ≥ f(ti−1) et 0 sinon. Ainsi que la variation négative de
f , comme suit

Nf (a, b) = sup
∑
i

εi(f(ti)− f(ti−1),

où εi vaut −1 si f(ti) ≤ f(ti−1) et 0 sinon.

Théorème 4.3.1 Soit f : [a, b]→ IR une fonction à variation bornée, alors

f(x)− f(a) = Pf (a, x)−Nf (a, x)
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et
Tf (a, x) = Pf (a, x) +Nf (a, x).

En conséquence toute fonction à variation bornée peut s’écrire comme diffé-
rence de deux fonctions croissantes bornées.

Exercise 4.3.1 Montrer que l’ensemble des points de discontinuité d’une
fonction croissante est au plus dénombrable.
Soit alors xn les points de discontinuité et sn = f(x+

n )−f(x−n ). On pose alors

Jf =
∑
n

snhn(x),

où hn(x) = 0 si x < xn, f(xn)−f(x−n )
sn

si x = xn et 1 sinon.
Montrer que f −Jf est croissante et continue et que Jf est dérivable presque
partout.

Avant de démontrer que toute fonction continue et croissante est dérivable
presque partout, ce qui nous permettra, de prouver que tout fonction à va-
riation bornée est dérivable presque partout, nous laissons à titre d’exercice
le lemme classique suivant, connu sous le nom de rising sun lemma

Exercise 4.3.2 Soit f une fonction continue sur IR et

E = {x | f(x+ h) > f(x) pour un certain h > 0}.

Si E est non vide alors il est ouvert et peux s’écrire comme union disjointe
d’intervalles ouverts (ak, bk) telle que si l’intervalle est fini alors f(ak) = f(bk).

Théorème 4.3.2 Soit f : [a, b] → IR une fonction croissante, alors f est
dérivable presque partout.

Preuve :

D’après l’exercice 4.3.1, on peut supposer que f est continue. Soit ∆h(f)(x) =
f(x+h)−f(x)

h
.

Etape 1 : lim sup
h→0+

∆h(f)(x) < +∞ presque partout.

Soit δ > 0, on pose Eδ = {x | lim suph→0 ∆h(f)(x) > δ}. On montre
sans difficulté que c’est un ensemble mesurable. Puis en appliquant l’exercice
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4.3.2 à g(x) = f(x) − γx, on trouve une suite d’intervalles (ak, bk) disjoints
telle que f(bk)− f(ak) ≥ δ(bk − ak) qui recouvre Eδ. D’ou

|Eδ| ≤
∑
k

|bk − ak| ≤
1
δ

∑
k

(f(bk)− f(ak)) ≤
f(b)− f(a)

δ
,

on conclut en laissant tendre δ vers l’infini.

Etape 2 : lim sup
h→0+

∆h(f)(x) ≤ lim inf
h→0,−

∆h(f)(x) presque partout.

Il suffit de montrer que pour tout R > r l’ensemble

E =
{
x | lim sup

h→0+
∆h(f)(x) > R > r > lim inf

h→0,−
∆h(f)(x)

}

est de mesure nulle. Par l’absurde, il existe O ouvert tel que E ⊂ O |O| <
|E|R

r
. Cette ouvert est union dénombrable d’intervalles disjoints In, en appli-

quant l’exercice 4.3.2, on trouve dans chaque intervalle une union disjointe
(ak, bk) telle que

F (bk)− F (ak) ≤ r(bk − ak).
En appliquant encore une fois l’exercice 4.3.2, on trouve dans chaque inter-
valle (ak, bk) une union disjointe (aik, bik) telle que

F (bik)− F (aik) ≥ R(bik − aik).

Notons On = ∪k,i(aik, bik), comme f est croissante, on a

|On| =
∑
k,i

bik − aik ≤
∑
k,i

1
R
F (bik)− F (aik)

≤
∑
k

1
R
F (bk)− F (ak) ≤

r

R

∑
k

(bk − ak)

≤ r

R
|In|

Enfin on remarque On ⊂ In et On ∩ E ⊂ In, d’ou

|E| ≤
∑
n

|E ∩ In| ≤
∑
n

|On| ≤
∑
n

|In| ≤
r

R
|O| < |E|,

d’ou la contradiction souhaitée. �
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Bien qu’une fonction croissante continue soit dérivable presque partout,
on n’a pas nécessairement f(b)−f(a) =

∫ b
a f
′(t) dt comme on l’a vu avec l’es-

calier de Cantor, exercice 4.2.2. Toutefois on a toujours l’inégalité suivante.

Exercise 4.3.3 Soit f une fonction continue croissante. Montrer que f ′ est
mesurable et que ∫ b

a
f ′(t) dt ≤ f(b)− f(a).

Indication : utiliser le lemme de Fatou sur une suite adéquate.

On va donc considérer une classe de fonctions plus régulières pour dé-
montrer le théorème fondamentale de l’analyse.

Définition 4.3.2 Soit f : [a, b]→ IR une fonction, on dit que f est absolu-
ment continue si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 telle que

N∑
k=1

bk − ak < δ ⇒
N∑
k=1

f |(bk)− f(ak)| < ε,

pour toute famille (ak, bk) d’intervalles disjoints.

Avant dénoncer le théorème centrale, nous avons besoin d’une version
améliorée du théorème de recouvrement de Vitali, dont on laisse la démons-
tration en exercice.

Exercise 4.3.4 On appelle recouvrement de Vitali d’un ensemble E ⊂ IRd,
un ensemble de boules B tel que pour tout x ∈ E et η > 0 il existe une boule
de rayon inférieur à η et contenant x dans B. Montrer que, pour tout δ > 0,
on peut extraire de tout recouvrement de Vitali, un ensemble fini de boules
disjointes Bi tel que

N∑
i=1
|Bi| ≥ |E| − δ.

Théorème 4.3.3 Si f est absolument continue sur [a, b] alors f est dérivable
presque partout. De plus si f ′ = 0 presque partout alors f est constante.

Preuve :

La première partie du théorème est une simple conséquence du fait que
f est continue et à variation borné et du théorème 4.3.2 et de l’exercie 4.3.1.
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Supponsosn que f ′ = 0 presque partout, il suffit alors de montrer que f(b) =
f(a) et dans le cas général il suffira de remplacer [a, b] par n’importe quel
sous intervalle. Soit ε > et E = {x | f ′(x) existe et f ′(x) = 0}, pour tout
point x ∈ E, il existe (ax, bx) tel que bx−ax ≤ η et f(bx)−f(ax) ≤ ε(bx−ax),
où η est donné par l’absolue continuité. D’après l’exercice précédent on peut
extraire de ce recouvrement, une famille finie (ai, bi) d’éléments disjoints telle
que ∑

i

bi − ai ≥ (b− a)− δ,

où δ est associé ε vis-à-vis de l’absolue continuité.
De plus on a

∑
i

|f(bi)− f(ai)| ≤ ε(b− a).

Comme les (ai, bi) sont disjoints, leur complémentaire est également une
union disjointe d’intervalle que l’on notera (ck, dk). En appliquant l’absolue
continuité on obtient ∑

k

|f(dk)− f(ck)| ≤ ε.

Finalement en sommant et en faisant tendre ε vers 0, on obtient le résultat
souhaité. �

Corollaire 4.3.1 (Théorème fondamental de l’analyse) Soit f une fonc-
tion absolument continue sur [a, b], alors f ′ existe presque partout et

f(b)− f(a) =
∫ b

a
f ′(t) dt.

Exercise 4.3.5 Démontrer ce théorème.

4.4 Ensemble rectifiable et inégalité isopéri-
métrique



Chapitre 5

Intégration à valeurs
vectorielles

5.1 Intégration dans un espace réflexif
Théorème 5.1.1 Soient (X,M, µ) un espace mesuré et E un espace vec-
toriel normé réflexif. Soit f : X → E mesurable quand E est muni de la
topologie faible, telle que

∫
‖f(x)‖ dµ(x) < ∞. Alors il existe un unique élé-

ment I de E tel que

〈ξ, I〉 =
∫
X
〈ξ, f(x)〉 dµ(x) pour tout ξ ∈ E∗.

On dit que I est l’intégrale faible de f et on note

I =
∫
X
f(x) dµ(x).

Preuve :
On remarque d’abord que ‖f‖ est mesurable, puisque la norme est semi-
inférieurement continue pour la topologie faible. Pour tout ξ ∈ E∗, on a

|〈ξ, f(x)〉| ≤ ‖ξ‖ ‖f(x)‖
donc x 7→ 〈ξ, f(x)〉 ∈ L1(µ) pour tout ξ ∈ E∗. On pose alors pour tout ξ ∈ E,

l(ξ) =
∫
〈ξ, f(x)〉 dµ(x),

on vérifie que l définit bien une forme linéaire continue sur E∗. Donc l ∈
E∗∗ ≡ E par réflexivité, ce qui achève la preuve. �

65



66 CHAPITRE 5. INTÉGRATION À VALEURS VECTORIELLES

Exercice 5.1.1 Soient (X,M, µ) et (Y,N , ν) deux espace mesuré, définir
une intégrale pour les fonctions de X dans Lp(Y, ν), avec 1 < p < ∞. De
même pour p = 1, en supposant que X et Y sont σ-finis.

5.2 Intégrale de Bochner
Le but de cette section est définir une intégrale de Lebesgue à valeur dans

un Banach. Par contre il n’aura pas de preuve, on renvoie à [Lan93] pour les
détails. Dans toute cette section, on fixe E un espace de Banach que l’on
munit des boréliens et un espace mesuré (X,M, µ).

Théorème 5.2.1 Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur X à va-
leurs dans E. Si fn → f simplement, alors f est mesurable.

Comme dans le cas complexe on définit les fonctions simple comme une
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles de mesure fini,
c’est-à-dire

N∑
i=1

ai1Ai ,

où ai ∈ E et µ(Ai) <∞.

Définition 5.2.1 (µ-mesurabilité) Soient (X,M, µ) un espace mesuré et
f : X → E. On dit que f est µ-mesurable, s’il existe une suite de fonctions
simples qui converge µ-presque partout vers f .

Exercice 5.2.1 Montrer que si l’espace mesuré est complet alors la µ-mesurabilité
implique la mesurabilité.

A partir de maintenant on ne considère que des espaces mesurés complets.

Théorème 5.2.2 Soit (fn) une suite de fonctions µ-mesurables sur X à
valeurs dans E. Si fn → f presque partout, alors f est µ-mesurable.

Corollaire 5.2.1 Si X est σ-fini et E est séparable alors la µ-mesurabilité
et la mesurabilité sont deux notions équivalentes.
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Les théorèmes précédents nous ont permis de définir une notion de me-
surabilité stable par passage à la limite. Ce qui est essentielle pour définir
une intégrale d’une fonction par approximation par des fonctions "simples".
De plus sous des hypothèses raisonnables, cette notion est équivalente à la
notion classique de mesurabilité.

Lorsque s = ∑N
i=1 ai1Ai est une fonction simple, on définit l’intégrale de

s comme suit ∫
X
s dµ =

N∑
i=1

µ(Ai)ai,

avec la convention µ(A) × 0 = 0. On vérifie sans peine que cette définition
est indépendante de la décomposition de s. De plus cette intégrale définit
une forme linéaire sur les fonctions simples et vérifie l’inégalité triangulaire,
c’est-à-dire ∥∥∥∥∫

X
s dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
X
‖s‖ dµ.

Définition 5.2.2 Une fonction f : X → E est dite intégrable s’il existe une
suite de fonctions simples (sn) telle que
i) sn → f µ-presque partout,
ii)

∫
X ‖sn − f‖ dµ→ 0.

On dit que sn est une suite approximante de f .

Théorème 5.2.3 (Critère d’intégrabilité) Une fonction f : X → E est
intégrable si et seulement si f est µ-mesurable et

∫
X ‖f‖ dµ <∞.

Définition 5.2.3 Soit f : X → E intégrable, on définit l’intégrale de f
comme suit ∫

X
f dµ = lim

n

∫
X
sn dµ,

où sn est une suite approximante. 1

Proposition 5.2.1 (linéarité) Soit F un espace de Banach et T : E → F
une application linéaire continue. Si f : X → E est intégrable alors T (f) est
intégrable et ∫

X
T (f) dµ = T

(∫
X
f dµ

)
.

1. On vérifie sans peine que cette définition ne dépend pas de la suite choisie.
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Exercice 5.2.2 Vérifier que le théorème de convergence dominé et le théo-
rème de Fubini sont encore vrais pour des intégrales à valeurs dans un Ba-
nach.

Exercice 5.2.3 Soit G un groupe localement compact et f ∈ Cc(G) et g ∈
L1(G). Vérifier que la convolution f ∗ g n’est rien d’autre que l’intégrale de
Bochner de l’application x 7→ f(x)Lxg.

5.3 Formule de Cauchy généralisée
Le théorème suivant généralise la formule de Cauchy pour les fonctions

holomorphe à des fonctions à valeurs vectorielles.

Théorème 5.3.1 Soit U un ouvert de C, E un espace de Banach et f : U →
E holomorphe 2. Pour tout disque D(x, r) tel que D(z0, r) ⊂ U et z ∈ D(z0, r)
on a

f(z) = 1
2πi

∫
∂D(x,r)

f(ξ)
ξ − z

dξ.

Preuve :
Soit l : E → C une forme linéaire continue, alors

l

(
1

2πi

∫
∂D(x,r)

f(ξ)
ξ − z

dξ

)
= 1

2πi

∫
∂D(x,r)

l(f(ξ))
ξ − z

dξ = l(f(z)),

d’après la formules de Cauchy classique. D’après le théorème de Hahn-Banach,
on a l’égalité désirée. �

2. c’est à dire C-dérivable.



Chapitre 6

Généralités sur les algèbres de
Banach

6.1 Rappel sur les espaces de Banach
Tout d’abord une conséquence remarquable du théorème de Baire est le

théorème suivant qui nous assure, entre autre chose, qu’une suite est bornée
si et seulement si elle est bornée contre toute forme linéaire continue, voir
[Rud80] 5.10. En particulier toute suite qui converge faiblement est bornée.

Théorème 6.1.1 (Banach-Steinhaus) Soient X un espace de Banach, Y
un espace vectoriel de normé et une suite d’opérateurs linéaires bornés (Tα)
entre X et Y , alors si pour tout x ∈ X on a

sup
α
‖Tα(x)‖ < +∞,

il existe M > 0 tel que
sup
α
‖Tα(x)‖ ≤M.

Nous rappelons également une des conséquences du théorème de Hahn-
Banach, pour plus de précision voir [Rud80] 5.16 à 5.21.

Théorème 6.1.2 (Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel (réel ou com-
plexe) normé et x ∈ E \ {0}, il existe une forme linéaire continue f ∈ E ′, de
norme 1, telle que f(x) = ‖x‖.
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6.2 Définitions
Définition 6.2.1 Une algèbre A sur C est un espace vectoriel muni d’une
multiplication qui vérifie

i) Bilinéarité : pour tout α, β ∈ C et x, y, z ∈ A on a

(αx+ βy)z = α(xz) + β(yz),

x(αy + βz) = α(xy) + β(xz),

ii) Associativité : x(yz)=(xy)z .

Lorsque A possède une unité, on la notera 1A (ou simplement 1) et on
parlera d’algèbre unitaire.

Définition 6.2.2 Une algèbre normée A est une algèbre munie d’une norme
‖ . ‖ qui vérifie

‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ pour tout x, y ∈ A.

Une algèbre de Banach est une algèbre normée complète.

Exemples :

i) L’ensemble des matrices Mn(C) est une algèbre de Banach pour la mul-
tiplication et

‖(aij)‖ =
∑
ij

|aij|.

ii) Soit E un Banach, B(E) l’ensemble des endomorphismes continues de
E muni de la composition et de la norme d’opérateur est une algèbre de
Banach.

iii) Soit X un espace compact, C(X), l’ensemble des fonctions continues
muni de la multiplication et de la norme uniforme est une algèbre de
Banach.

iv) L’algèbre du disque des fonctions continues de D dans C et holomorphe
sur D est une sous-algèbre de Banach de C(D).
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v) L’algèbre de Weiner des fonctions continues de T dans C telles que

‖f‖ =
∑
n∈Z
|f̂(n)| <∞,

où f̂(n) = 1
2π

∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ,

munie de la multiplication et de ‖ . ‖ est une algèbre de Banach.
vi) L’algèbre de Convolution L1(IR,C) munie de ‖ ‖1 est une algèbre de

Banach.
Le dernier exemple se généralise à tout groupe localement compact muni

de µ, une mesure de Haar. En effet, l’ensemble des fonctions f : G → C
intégrables par rapport à µ, muni de la norme

‖f‖ =
∫
G
|f | dµ,

et de la multiplication

f ∗ g(x) =
∫
G
f(y)g(y−1x) dµ(y),

est une algèbre de Banach. De plus elle est commutative si et seulement si G
l’est.

Exercice 6.2.1 Vérifier la dernière assertion.

Par contre ce n’est pas une algèbre unitaire, mais on peut définir une
approximation de l’unité comme suit. Soit U un voisinage symétrique et
compact de e, par le lemme d’Urysohn, il existe une f ∈ Cc(G, [0, 1]), que
l’on peut supposer également symétrique, telle que f|U ≡ 1 sur U , quitte à
normaliser f , on a fU ∈ Cc(G, [0,+∞[) telle que f|U > 0 sur U et

∫
G fU dµ =

1. Soit (Ui)i∈Iune base de voisinage voisinage symétrique compact de e alors
(fUi)i∈I forment une approximation de unité, dans le sens ou pour tout g ∈
L1(G) on a (f ∗fUi) et (fUi ∗f) converge f dans L1(G). De plus si f ∈ Cc(G)
alors la convergence est ponctuelle.

Exercice 6.2.2 Démontrer les deux dernières assertions.

La multiplication à gauche, Lx(y) = xy, est un élément de B(A), en fait
on peut considérer A comme une sous-algèbre de B(A) grâce au théorème
suivant.
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Théorème 6.2.1 Soit une algèbre de Banach A unitaire, alors l’application
x 7→ Lx définit un isomorphisme d’algèbre de A sur une sous-algèbre fermée
de B(A) tel que
i) L1 = Id,
ii) pour tout x ∈ A on a

‖x‖
‖1‖
≤ ‖Lx‖ ≤ ‖x‖.

En particulier pour la norme (équivalente) ‖x‖1 = ‖Lx‖ on a ‖1‖1 = 1.

Dés lors, en présence d’une algèbre de Banach unitaire on supposera toujours
que ‖1‖ = 1. L’application x 7→ Lx est appelée représentation régulière
de A.

6.3 Spectre d’un élément d’une algèbre de
Banach

Dans cette section A désigne une algèbre de Banach unitaire.

Définition 6.3.1 Soit x ∈ A, on appelle spectre de x, que l’on note σ(x),
l’ensemble des λ ∈ C tel que x− λ1 n’est pas inversible.

Exercise 6.3.1 Soit a, b ∈ A, si λ 6= 0 alors λ ∈ σ(ab)⇔ λ ∈ σ(ba).

Exercice 6.3.1 Soit x ∈ A tel que ‖x‖ < 1, montrer que 1−x est inversible
et que 1

(1− x)−1 =
∞∑
n=0

xn.

En déduire que l’ensemble des éléments inversibles de A, noté A−1, est un
ouvert. Enfin montrer que x 7→ x−1 est différentiable et de différentielle h 7→
−x−1hx−1.

On remarque alors que le spectre est fermé, étant donné que son complé-
mentaire est ouvert.

Exercise 6.3.2 Soit B une sous-algèbre fermée de A, montrer que σA(x) ⊂
σB(x) et que ∂σB(x) ⊂ σA(x).

1. Cette formule est connue sous le nom de série de Neumann.
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Théorème 6.3.1 Pour tout x ∈ A, σ(x) est un compact non vide de {z ∈
C | |z| ≤ ‖x‖}.

Preuve du théorème 6.3.1 :

Soit λ ∈ C tel que |λ| > ‖x‖. On a

x− λ1 = −λ(1− λ−1x),

et vu que ‖λ−1x‖ < 1, d’après l’exercice 6.3.1, x− λ1 est inversible. D’autre
part vu que λ 7→ x−λ1 est continue et que A−1 est ouvert, toujours d’après
l’exercice 6.3.1, on déduit que le spectre est fermé et borné, donc compact.

Enfin si σ(x) était vide, alors, pour toute forme linéaire continue l ∈ A′,
l’application définit par

f(λ) = l((x− λ1)−1)

serait holomorphe sur C. En effet, par hypothèse elle est définie sur C, et si
on utilise le fait que l’application x 7→ x−1 est différentiable sur A−1 et que
sa différentielle est égale à l’application de A dans lui-même définie par

h 7→ −x−1hx−1.

Alors f est différentiable et sa différentielle est égale à

df = −l((x− λ1)−2)Id,

qui est conforme, donc f est holomorphe. De plus, on vérifie aisément que
f(λ) → 0 lorsque |λ| → +∞. D’après le théorème de Liouville f est identi-
quement nulle. Ceci étant vraie pour toute forme linéaire, d’après le théorème
6.1.2 de Hahn-Banach, (x− λ1)−1 = 0 pour tout λ, ce qui est absurde. �

Exercice 6.3.2 (Théorème de Gelfand-Mazur) Montrer que si A est
un corps alors A est isométrique à C.

Définition 6.3.2 Soit x ∈ A, le rayon spectral de x, noté ρ(x), est défini
comme

ρ(x) = sup{|λ| |λ ∈ σ(x)}.
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Théorème 6.3.2 (Formule du rayon spectrale de Beurling-Gelfand)
Soit x ∈ A, alors

ρ(x) = lim
n→+∞

‖xn‖
1
n .

Preuve :

Soit λ ∈ σ(x) alors λn ∈ σ(xn). En effet

xn − λn1 = (x− λ1)
n−1∑
k=0

λn−1−kxk.

D’ou λ ≤ ‖xn‖ 1
n , ce qui donne

ρ(x) ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖
1
n .

D’autre part, soit l ∈ A′, et comme pour le théorème 6.3.1 posons

f(λ) = l((x− λ1)−1).

Par définissions f est holomorphe sur C \B(0, ρ(x)), on peut même la déve-
lopper en série de Laurent à l’aide de la série de Neumann 2, ce qui donne

f(λ) = −λ−1l((1− λ−1x)−1) = −1
λ

∞∑
k=0

l(xn)
λn

.

En particulier la suite
(
l
(
xn

λn

))
est bornée. La dernière assertion étant

vraie pour toute forme linéaire, le théorème 6.1.1 de Banach-Steinhaus nous
assure que

(
xn

λn

)
est bornée, ce qui implique lim supn→+∞ ‖xn‖

1
n ≤ λ. D’ou

lim sup
n→+∞

‖xn‖
1
n ≤ ρ(x),

ce qui achève la preuve. �

Exercise 6.3.3 Montrer que si ‖x‖ = ‖x2‖ 1
2 pour tout x ∈ A, on a alors

ρ(x) = ‖x‖.
2. Le fait que la série converge sur C \ B(0, ρ(x)) alors qu’elle est définiea priori sur

C \B(0, ‖x‖) est conséquence de la formule de Cauchy.
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6.4 Idéaux, caractères et transformé de Gel-
fand

Dans cette section A désigne une algèbre de Banach unitaire.

Définition 6.4.1 Un idéal de A est un sous-espace vectoriel I invariant à
droite et à gauche, i.e. AI+IA ⊂ I. Un idéal est dit maximal s’il est différent
de A et si le seul autre idéal le contenant est l’algèbre A tout entière.

Proposition 6.4.1 Tout idéal maximal est fermé.

Preuve : Si I est un idéal on vérifie sans peine que I est encore un idéal.
Donc si M est un idéal maximal comme il est différent de A il est disjoint de
l’ouvert A−1 et donc son adhérence également, d’où M = M . �

Un exemple d’idéal est donné par le noyau d’une forme linéaire continue
compatible avec la multiplication, ce qui nous amène à la définition suivante.

Définition 6.4.2 On appelle caractère de A, tout homomorphisme 3 de C-
algèbre de A vers C. On noteraM l’ensemble des caractères de A.

Exercice 6.4.1 L’ensemble des caractères peut être vide, puisque φ(1) = 1
exclu le caractère trivial. Démontrer ce fait en considérant l’algèbre Mn(C).

Exemples :
i) Soit A = C(X) où X est compact. Alors l’évaluation mx(f) = f(x)

défini un caractère de A.
ii) Soir G un groupe ALC et A = L1(G, µ) où µ est une mesure de Haar.

Alors à tout élément χ ∈ Ĝ, on peut associer

mχ(f) = f̂(ξ) =
∫
G
f(x)χ(x) dx,

qui est un caractère de A.

Exercise 6.4.1 Montrer qu’un caractère est automatiquement continue, en
particulier queM est un sous ensemble de la sphère unité de A′.

3. Si A n’était pas unitaire on peut utiliser cette définition si on ajoute l’hypothèse
continue et non nul. C’est d’ailleurs comme cela que l’on concevra les caractères de L1(G).
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Comme on l’a déjà remarqué le noyau d’un caractère est un idéal, en fait
c’est même un hyperplan, ce qui laisse à penser qu’il est maximal, ce que
confirme le théorème suivant.

Théorème 6.4.1 Soit A une algèbre de Banach unitaire et commutative,
L’application φ 7→ Ker(φ) est une bijection deMA sur l’ensemble des idéaux
maximaux.

Preuve :
Comme l’algèbre A est commutative, I est un idéal maximal si et seulement
si A/I est un corps. Donc clairement le noyau d’un caractère est un idéal
maximal. D’autre part si deux caractères ont le même noyau alors il sont
proportionnels en tant que forme linéaire et comme ils prennent la même
valeur sur 1, ils sont égaux. Enfin soit M un idéal maximal alors A/M est
un corps. On munit ce corps d’une norme, en posant

‖[x]‖ = inf
u∈[x]
‖u‖.

On vérifie sans peine qu’il s’agit bien d’une norme qui fait de A/M une al-
gèbre de Banach, elle est donc isomorphe à C d’après le théorème de Gelfand-
Mazur, on obtient le caractère cherché en relevant l’isomorphisme, ce qui
achève la preuve. �

Exercise 6.4.2 Soit A une algèbre de Banach unitaire et commutative,
montrer 4 queMA 6= ∅. En déduire que x ∈ A est inversible si et seulement
si pour tout φ ∈MA on a φ(x) 6= 0.

Dans la suite A désignera une algèbre de Banach unitaire et commuta-
tive.

Définition 6.4.3 Pour a ∈ A on définit â :MA → C par

â(φ) = φ(a),

c’est-à-dire l’évaluation en a d’un caractère. â est la transformé de Gelfand
de a et l’application a 7→ â est la transformation de Gelfand.

4. Il faut probablement utiliser Zorn.



6.4. IDÉAUX, CARACTÈRES ET TRANSFORMÉ DE GELFAND 77

Théorème 6.4.2 Pour tout a ∈ A, Im(â) = σ(a). En particulier,

sup
φ∈M
|φ(a)| = ρ(a).

Preuve :

λ ∈ σ(a) équivaut à a − λ1 n’est pas inversible, c’est à dire il existe
φ ∈MA tel que φ(a) = λ, i.e. λ ∈ Im(â). �

On va maintenant munirMA d’une topologie qui rende continue la trans-
formé de Gelfand. Il s’agit de la topologie faible* qui est la topologie la moins
fine rendant les évaluations continues. Une base de cette topologie est donnée
par

n⋂
i=1

âi
−1(Ui),

où les Ui sont des ouverts de C. Dés lors le théorème de Banach-Alaoglu et
l’exercice 6.4.1 nous assure queMA est relativement compact. En fait on a
mieux.

Proposition 6.4.2 MA est compact pour la topologie faible*. Si A est uni-
taire, alorsMA est compact .

Par contre en générale cette application n’est pas surjective, voir l’exercice
6.5.2.

Preuve :

Il suffit de montrer que MA est fermé. Or il s’agit de l’ensemble des
applications linéaire continue f de la boules unités qui vérifie f(1) = 1 et
f(xy) = f(x)f(y) or c’est conditions sont clairement fermées vis-à-vis à la
topologie faible*. �

Dans le cas d’une algèbre on unitaire comme L1(G) on peut seulement
dire que MA est relativement compact, car apriori non-fermé. A priori on
peut trouver une suite de caractère qui converge vers 0, comme f 7→ f̂(n).

Théorème 6.4.3 La transformation de Gelfand Γ : A → C(M,C) est un
homomorphisme d’algèbre continue.
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Preuve :
Le caractère marphisme est évident. Pour la continuité, il suffit de remarquer
que

‖â‖ = sup
φ∈M
|φ(a)| = ρ(a) ≤ ‖a‖,

ici on a utiliser le théorème 6.4.2. �
On rappelle que la topologie compact-ouvert sur C(X,C), où X est un

espace localement compact, est engendrée voisinage suivante

V (K,U) = {f | f(K) ⊂ U},

où K est un compact de X et U un ouvert de C. On vérifie facilement que
cette topologie est séparée et qu’en fait la converge d’une suite de fonction
est équivalente à la convergence uniforme sur tout compact.

Exercise 6.4.3 Soit G un groupe ALC et on munit Ĝ de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact. Montrer que Ĝ est un groupe
topologique.

Exercise 6.4.4 Soit G un groupe ALC et on munit Ĝ de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact. Montrer que l’application χ 7→ mχ

de Ĝ dans ML1(G) défini par mχ(f) = f̂(ξ) est un homéomorphisme. En
déduire que Ĝ est localement compact. On peut en déduire également un
équivalent du théorème de Riemann-Lebesgue : f̂ s’annule à l’infini.

6.5 Exemples d’applications de la théorie de
Gelfand

Théorème 6.5.1 Les caractères de l’algèbre de Wiener sont exactement les
ez : W → C définis par

ez(f) = f(z),

avec z ∈ T.

Preuve :
Soit φ un caractère, I : T→ T définie par

I(eiθ) = eiθ,
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et on pose u = φ(I). Alors u ∈ T car |u| = |φ(I)| ≤ ‖I‖ = 1 et de même
|u−1| = |φ−1(I)| ≤ ‖I‖ = 1. D’autre part on vérifie que chaque élément de
W est limite uniforme de sa série de Fourier, en effet

‖f − SN‖ ≤
∑
|n|>N

|f̂(n)|,

où SN =
∑
|n|≤N

f̂(n)In. D’ou

φ(f) = f(u),

ce qui achève la preuve. �

Exercice 6.5.1 En utilisant le fait que les applications polynomiales sont
denses dans l’algèbre du disque, en déduire que les caractères de cette algèbre
sont exactement les ez : A→ C définis par

ez(f) = f(z),

avec z ∈ D.

On obtient comme conséquence immédiate du théorème précédent le ré-
sultat non-trivial suivant.

Corollaire 6.5.1 (Lemme de Wiener) Si f ∈ W ne s’annule pas sur T,
alors 1

f
∈ W .

On pourra se convaincre de la puissance de la théorie de Gelfand, en
consultant une preuve du lemme de Wiener basée uniquement sur l’utilisa-
tion de série de Neumann, voir [CQ] 3.8 chapitre II.

Attention, les caractères de toutes les algèbres de fonctions ne sont pas
forcément réduit au évaluation, comme le montre l’exercice suivant.

Exercice 6.5.2 Soit H∞ l’ensemble des fonction holomorphe borné sur D.
i) Montrer que c’est une algèbre de Banach pour la norme sup.

On note I l’application l’identité sur D et N l’ensemble des applications
de H∞ telles que

f
(

1− 1
n

)
→ 0 quand n→ +∞.
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ii) Montrer qu’il existe φ ∈ MH∞ tel que φ(f) = 0 pour tout f ∈ N et
φ(I) = 1.

iii) Montrer que φ n’est pas une évaluation.

Par contre le théorème de la couronne de Carleson affirme que les éva-
luations sont denses dansMH∞ voir [CQ].

6.6 Théorème de Levy-Wiener
Soient A une algèbre de Banach commutative unitaire. A l’aide du cha-

pitre précédent, on a la formule de Cauchy suivante :

Soit x ∈ A, Ω un ouvert de C contentant σ(x), γ ⊂ Ω un contour fermé
contenu dans Ω tel que tout élément de σ(x) soit d’indice 1 par rapport à γ,
alors pour tout f holomorphe sur Ω on pose

f(x) = 1
2iπ

∫
γ
f(ζ)(ζe− x)−1 dζ.

Théorème 6.6.1 Soient A une algèbre de Banach commutative unitaire ,
x ∈ A et f une fonction holomorphe sur un voisinage de σ(x) alors f ◦ x̂ =
f̂(x).

Dans le cas de l’algèbre de Wiener où chaque élément de W peut s’iden-
tifier à sa transformée de Gelfand on a que f(x) ∈ W pour toute fonction
holomorphe définie sur un voisinage du spectre de x. On parle de calcul
fonctionnel holomorphe.



Chapitre 7

Opérateur sur un espace de
Hilbert et C∗-algèbre

Dans cette section H désignera un espace de Hilbert et 〈 , 〉 son produit
scalaire, linéaire en la première variable et antilinéaire en la seconde, on parle
de forme sesquilinéaire.

Un outil fondamental pour l’étude des espaces de Hilbert est le lemme de
Riesz, voir [Rud80] 4.12.

Lemme 7.0.1 (Riesz) Soit l une forme continue sesquilinéaire sur H alors
il existe un unique opérateur A ∈ B(H) tel que

l(x, y) = 〈A(x), y〉 pour tout x, y ∈ H.

Définition 7.0.1 Soit A ∈ B(H), il existe un unique opérateur A∗ ∈ B(H)
tel que

〈A∗(x), y〉 = 〈x,A(y)〉 pour tout x, y ∈ H.

A∗ est appelé l’adjoint de A.

Dorénavant, on notera aussi λ∗ pour le conjugué d’un nombre complexe
λ.

Exercise 7.0.1 Montrer que
i) A∗∗ = A,
ii) (αA+ βB)∗ = α∗A∗ + β∗B∗,

81
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iii) (AB)∗ = B∗A∗,
iv) ‖AA∗‖ = ‖A‖2.
Indication : pour le iv) montrer que si A = A∗ alors ‖A‖ = sup‖x‖≤1 |〈Ax, x〉|.

Définition 7.0.2 On dit que A ∈ B(H) est auto-adjoint si A = A∗, normal
si AA∗ = A∗A et unitaire si AA∗ = A∗A = Id. On dit que A ∈ B(H) est
positif si pour tout x ∈ H on a 〈Ax, x〉 ≥ 0.

Exercise 7.0.2 Montrer que, si H est complexe, tout opérateur positif A ∈
B(H) est nécessairement auto-adjoint 1. Montrer que tout opérateur positif
A ∈ B(H), tel que ‖A‖ ≤ 1, vérifie ‖Id − A‖ ≤ 1 . Conclure qu’il existe un
unique opérateur positif B ∈ B(H) tel que B2 = A.

Théorème 7.0.1 (Décomposition polaire) Soit A ∈ B(H), il existe une
une isométrie partielle 2 U ∈ B(H) telle que A = UR, où R est l’unique
opérateur positif tel que R2 = A∗A. De plus U est complètement déterminé
par la condition KerU = KerA.

Preuve :

Soit B positif tel que B2 = A∗A, on définit U ∈ B(ImB, ImA) par
U(B(x)) = A(x). Vu qu’on a

‖B(x)‖2 = 〈x,A∗A(x)〉 = ‖A(x)‖2,

U est bien défini et c’est une isométrie. On peut donc l’étendre à ImB par
continuité, puis à H tout entier en posant U|(Im(B))⊥ = 0. Enfin on a KerA =
KerB = (ImB)⊥ = KerU . L’unicité suit facilement. �

Définition 7.0.3 (C∗-algèbre) Soit A une algèbre de Banach munie d’une
application ∗ : A → A, si
i) ∗ vérifie i),ii) et iii) de l’exercice 7.0.1, on dit que A est une ∗-algèbre.
ii) Si de plus ∗ vérifie iv) de l’exercice 7.0.1, on dit que A est une C∗-algèbre.
iii) Enfin si c’est une sous-algèbre fermée A ⊂ B(H) telle que A∗ = A, alors

on dit que A est une C∗-algèbre d’opérateurs.
1. le reste de l’exercice est vrai dans le cas réel lorsque l’opérateur est supposé auto-

adjoint.
2. U|(KerU)⊥ est une isométrie.
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Dans cette définition on ne suppose pas que A possède une unité. Mais
en regardant A comme une sous algèbre de B(A), comme au théorème 6.2.1,
on peut la munir d’une unité sans modifier sa structure de C∗-algèbre. Voir
paragraphe 2.9 [Arv02] pour une preuve du résultat suivant.

Théorème 7.0.2 Soit A une C∗ algèbre et Ae = {La + λ1 | a ∈ A et λ ∈
C} ⊂ B(A) alors c’est une C∗-algèbre pour l’involution (La + λId)∗ = La∗ +
λ∗Id et la norme d’opérateur. De plus la représentation a 7→ La est une
isométrie et un ∗-isomorphisme de A sur un idéal maximale de Ae.

Exercise 7.0.3 Montrer que dans une C∗-algèbre on a nécessairement 1∗ =
1 et ‖a‖ = ‖a∗‖.

Exemples :
i) C(X,C) avec X compact est une C∗-algèbre avec la conjugaison com-

plexe comme involution.
ii) Par contre l’algèbre du disque n’est pas une C∗-algèbre pour l’involution

f ∗(z) = f(z), car si on considère f(z) = z + i, on a ‖f ∗f‖ = 2 6= 4.

Exercice 7.0.1 Soit G un groupe localement compact et A = L1(G) que
l’on munit de l’involution f ∗(x) = ∆G(x−1)f(x−1), où ∆G est la fonction
modulaire de G. Montrer que G est une C∗-algèbre si et seulement si G est
trivial.

Définition 7.0.4 Soit a ∈ A on dit que a est auto-adjoint si a∗ = a, normal
si aa∗ = a∗a et unitaire si aa∗ = a∗a = 1.

Exercise 7.0.4 Vérifier que si a est auto-adjoint alors ‖a‖ = ‖a∗‖ = ρ(a).
Montrer également que pour tout a ∈ A on an σ(a∗) = σ(a)∗.

Proposition 7.0.1 Soit a ∈ A auto-adjoint et φ ∈MA alors φ(a) ∈ IR.

Preuve : On pose φ(a) = x+ iy, comme ‖φ‖ ≤ 1, on a d’une part, pour tout
t ∈ IR,

x2 + (y + t)2 = |φ(a+ it1)|2 ≤ ‖a+ it1‖2.

D’autre part

‖a+ it1‖2 = ‖(a+ it1)∗(a+ it1)‖ = ‖a2 + t21‖ ≤ ‖a2‖+ t2.
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D’ou
x2 + y2 + 2ty ≤ ‖a2‖ pour tout t ∈ IR,

ce qui donne y = 0 et prouve la proposition. �

Corollaire 7.0.1 Soit a ∈ A auto-adjoint alors σ(a) ⊂ IR.
Soit a ∈ A et φ ∈MA alors φ(a∗) = φ(a).

Attention, ici A n’est pas commutative donc on peut utiliser directement que
l’image de â est égale au spectre. Par contre on l’applique sur la sous-C∗-
algèbre engendrée par a qui elle est commutative.

Preuve :
Soit B la sous-C∗-algèbre engendrée par a. Elle est commutative puisque a est
auto-adjoint. D’après le théorème 6.4.2 et la proposition7.0.1 on a σB(a) ⊂ IR
et on conclut en utilisant l’exercice 6.3.2.

Soit a = b+ ic, avec b = a+a∗
2 et c = a−a∗

2i . En remarquant que a∗ = b− ic
et en tulisant la proposition 7.0.1, on prouve la deuxième assertion. �

Enfin pour conclure ce chapitre, on montre que tout morphisme de C∗-
algèbre est automatiquement continue.

Théorème 7.0.3 Soit A et B deux C∗-algèbre et f : A → B un morphisme
de C∗-algèbre alors ‖f‖ ≤ 1, en particulier f est automatiquement continue.

Corollaire 7.0.2 Soit A et B deux C∗-algèbre et f : A → B un isomor-
phisme de C∗-algèbre alors f est une isomérie.

Preuve du théorème 7.0.3

Tout d’abord on remarque que si x est inversible alors f(x) l’est. Dés lors
on a σB(f(x)) ⊂ σA(x), d’où, d’après l’exercice 7.0.1,

‖f(x)‖ = ρB(f(x)) ≤ ρA(x) = ‖x‖ pour tout x ∈ A auto-adjoint.

On en déduit que

‖f(a)‖2 = ‖f(aa∗)‖2 ≤ ‖a∗a‖ pour tout a ∈ A.
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Ce qui donne
‖f(x)‖ ≤ ‖x‖ pour tout x ∈ A,

et prouve le théorème. �
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Chapitre 8

Théorèmes de Gelfand-Naimark

8.1 Théorème de Gelfand-Naimark(version com-
mutative)

Théorème 8.1.1 Soit A une C∗-algèbre commutative et M son ensemble
de caractères. La transformation de Gelfand réalise un isomorphisme isomé-
trique de C∗-algèbre de A sur C(M,C).

Preuve du théorème 8.1.1 :

D’après l’exercice 6.4.3, on sait que Γ est un morphisme continue d’al-
gèbre. D’autre part, en utilisant le théorème 6.4.2, on a

‖â‖2
∞ = sup

φ∈M
|φ(a)|2 = sup

φ∈M
φ(a)φ(a) = sup

φ∈M
φ(a∗a) = ρ(a∗a),

de plus comme a∗a est auto-adjoint on a ρ(a∗a) = ‖a‖2 d’après l’exercice
7.0.1. On a donc bien montré que Γ était une isométrie, en particulier Γ(A)
est une sous algèbre fermé de C(M,C). Il ne reste plus qu’à montrer qu’elle
est dense, ce qui est une conséquence du théorème de Stone-Weierstrass,
puisque 1 ∈ A, Γ(A) est stable par conjugaison et sépare les points. �

8.2 Calcul fonctionnelle continue
Soient A une C∗-algèbre commutative et a ∈ A. Si f est une fonction

continue sur le spectre de a alors f ◦ â est un élément de C(M,C) ∼= A,

87
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d’après le théorème 8.1.1. Donc on peut associé à f un élément f(a) ∈ A.
L’application f 7→ f(a) est appelée calcul fonctionnelle. Le but du théorème
suivant est de généraliser ceux-ci à toute C∗-algèbre, non nécessairement
commutative.

Théorème 8.2.1 Soit A une C∗-algèbre et a ∈ A un élément normal. Alors
il existe un unique morphisme de C∗-algèbre Φa : C(σ(a)) → A tel que
Φa(Id) = a. On pose alors f(a) = Φa(f). De plus pour tout série f(z) =∑
n cnz

n uniformément convergente sur σ(a) on a

f(a) =
∞∑
n=0

cna
n dans A.

La preuve de ce théorème repose sur la proposition suivante, dite d’invariance
du spectre.

Proposition 8.2.1 Soit A une C∗-algèbre et B une sous-C∗-algèbre fermée
alors σB(a) = σA(a) pour tout a ∈ A.

Preuve :

D’une part, on a déjà, d’après l’exercice 6.3.2, que σA(a) ⊂ σB(a).
D’autre part, soit a ∈ B , comme a∗a est auto-adjoint, on a σB(a∗a) ⊂ IR,
donc l’intérieur de σB(a∗a) est vide dans C et toujours d’après l’exercice
6.3.2 on a donc σB(a∗a) = σA(a∗a). Enfin si a est inversible, a∗a aussi et
0 6∈ σA(a∗a) = σB(a∗a), donc a∗a est inversible dans B et donc a aussi. Ce
qui prouve bien que tout élément de B inversible dans A est inversible dans
B, ce qui achève la preuve. �

Preuve du théorème 8.2.1 :

Tout d’abord, on remarque l’on a nécessairement Φa(f) = ∑N
i,j=0 cija

i(a∗)j
pour tout polynôme de la forme f(z) = ∑N

i,j=0 cijz
i(z∗)j. Or l’ensemble des

polynômes étant dense dans C(σ(a)), il suffit de montrer que Φa est conti-
nue pour avoir le théorème, puisque Φa admettra un prolongement unique à
C(σ(a)).

Soit B la sous-C∗-algèbre engendrée par a. Comme a est normal cette
algèbre est commutative, on a identifier σB(a) = â(MB). Donc le diagramme
suivant
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C(σB(a)) → C(MB)
↘Φa ↓ Γ−1

B
montre que si Γ−1 est continue alors Φa. La continuité de φa est donc une

conséquence du théorème (commutatif) de Gelfand-Naimark.
Enfin, la proposition précédente, nous permet de remplacer de σB(a) par

σB(a). �

8.3 Etats, construction GNS
Tout au long de cette section, A est une ∗-algèbre unitaire normalisée,

i.e. ‖1‖ = 1.

Définition 8.3.1 Une forme linéaire ρ : A → C est dite positive si ρ(x∗x) ≥
0 pour tout x ∈ A. Un état est une forme linéaire positive vérifiant ρ(1) = 1.

Attention on n’a pas supposer que ρ était continue mais ça va devenir
automatiquement le cas grâce à la proposition 8.3.1. Mais avant on a besoin
du résultat préparatoire suivante.

Exercice 8.3.1 Soit a ∈ A auto-adjoint tel que ‖a‖ ≤ 1. Montrer que 1− a
admet une racine carré, plus précisément, il existe y ∈ A, également auto-
adjoint tel que y2 = 1− a.

Indication : Pour cela penser à utiliser une série.

Proposition 8.3.1 Toute forme linéaire positive ρ vérifie l’inégalité de Schwarz
suivante

|ρ(y∗x)|2 ≤ ρ(x∗x)ρ(y∗y)
de plus ‖ρ‖ = ρ(1) et donc tout état est de norme 1.

Preuve :
En posant s(x, y) = ρ(y∗x) on définieune forme sesquilinéaire positive. La
preuve classique de l’inégalité de Schwarz s’applique et donne l’inégalité sou-
haitée. Soit x ∈ A tel que ‖x‖ ≤ 1, alors d’après l’exercice précédent il existe
y ∈ A auto-adjoint tel que y2 = 1− x∗x, d’ou

ρ(x∗x) ≤ ρ(1),
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ce qui donne
|ρ(x)|2 ≤ ρ(1)ρ(x∗x) ≤ ρ(1)2.

L’autre inégalité étant immédiate, ceci achève la preuve. �

Exercice 8.3.2 Montrer qu’une forme linéaire f qui vérifie ‖f‖ = f(1) = 1
est un état.

Définition 8.3.2 Une représentations dune ∗-algèbre A est la donné d’un
espace de Hilbert H et d’un homomorphisme d’∗-algèbre π : A → B(H).

Définition 8.3.3 Soient ρ une forme linéaire positive sur A, π une repré-
sentation de A dans un espace de Hilbert H et ξ ∈ H. On dit que (π, ξ) est
une paire GNS 1 si

i) π(A)ξ = H,
ii) ρ(x) = 〈π(x)ξ, ξ〉 pour tout x ∈ A.

De plus on dit que deux paires GNS (π, ξ) et (π′, ξ′) sont équivalentes s’il
existe un opérateur unitaire W : H → H ′ tel que ξ′ = W (ξ) et W ◦ π(x) =
π′(x) ◦W pour tout x ∈ A.

Beaucoup de ∗-algèbre n’ont pas d’unité comme L1(G) où G est un groupe
localement compact. Par contre elle possède une approximation de l’unité
pour laquelle la construction de GNS se généralise, voir [Arv76].

Théorème 8.3.1 (Construction GNS) Toute forme linéaire positive ρ sur
A une ∗-algèbre unitaire admet une unique paire GNS, à équivalence près.

Au cours de la preuve on utilisera l’exercice suivant.

Exercice 8.3.3 Soit a ∈ A, tel que ‖a‖ ≤ 1, montrer que

ρ(x∗a∗ax) ≤ ρ(x∗x) pour toutx ∈ A.

1. Gelfand, Naimark et Segal : noms des auteurs de la construction qui suit.



8.3. ETATS, CONSTRUCTION GNS 91

Indication : Utiliser le fait que 1− a∗a admette une racine carré.

Preuve du théorème 8.3.1 :

On pose
N = {a ∈ A | ρ(a∗a) = 0}.

D’après la proposition 8.3.1, on voit que a ∈ N est équivalent à ρ(x∗a) =
ρ(a∗x) = 0 pour tout x ∈ A. En particulier on voit que N est un idéal à
gauche, on pose alors G = A/N et on définit la forme sesquilinéaire suivante

〈x+N, y +N〉 = ρ(y∗x) pour tout x, y ∈ A.

On définit alors H comme la complétion de G pour la norme définiepar le
produit sesquilinéaire. Un candidat naturel pour être le vecteur cyclique est

ξ = 1 +N.

On définit la représentation, comme suit

π(a)(x+N) = ax+N.

On remarque que pour tout η, ζ ∈ G et a ∈ A on a

〈π(a)η, ζ〉 = 〈η, π(a∗)ζ〉. (8.1)

Soit a ∈ A, alors

〈π(a)(x+N), π(a)(x+N)〉 = 〈ax+N, ax+N〉 = ρ((ax)∗ax) = ρ(x∗a∗ax).

Or d’après l’exercice 8.3.3, on a

ρ(x∗a∗ax) ≤ ρ(x∗x),

ce qui prouve que ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖ et donc on peut étendre π à H tout entier.
Enfin, (8.1) implique π(a)∗ = π(a∗) et on a clairement π(ab) = π(a)π(b) donc
on a bien une représentation.

D’autre part
π(A)ξ = {a+N | a ∈ A},
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est dense dans H par définition.

Enfin on a bien
〈π(a)ξ, ξ〉 = 〈a+N,1 +N〉 = ρ(a).

Soit une autre pair GNS (π′, ξ′) alors on peut définir l’application W0 :
π(A)ξ → π′(A)ξ′ sur un sous-espace dense par

W0 : π(a)ξ 7→ π′(a)ξ′.
On vérifie sans peine qu’il s’agit d’une application unitaire qui s’étend en
W : H → H ′ de sorte que les deux paires soient équivalente via W . �

8.4 Théorème de Gelfand-Naimark
Tout au long de cette section, A est une C∗-algèbre unitaire. On note A+

l’ensemble des éléments auto-adjoints de A dont le spectre est dans [0,+∞[.

Le point clef de la preuve du théorème de Gelfand-Naimark est l’existence
d’un état. Auparavant, nous donnons des lemmes que nous utiliserons pour
la preuve de l’existence d’un état.

Lemme 8.4.1 Soit a ∈ A un élément auto-adjoint tel que ‖1−a‖ ≤ 1 alors
a ∈ A+. Réciproquement si a ∈ A+ et ‖a‖ ≤ 1 alors ‖1− a‖ ≤ 1.

Preuve :

Soit a ∈ A un élément auto-adjoint tel que ‖1 − a‖ ≤ 1. On considère
la sous-algèbre B engendrée par a. Comme ‖1 − a‖ ≤ 1 et que la transfor-
mation de Gelfand est une isométrie sur B, on a |1 − â(φ)| ≤ 1 pour tout
φ ∈ MB. Comme B est commutative, on peut conclure que le spectre de a
qui est l’image de â est dans [0,+∞[.

Soit a ∈ A+ et ‖a‖ ≤ 1 alors ‖â‖ ≤ 1 et donc
0 ≤ â(φ) ≤ 1 pour tout φ ∈MB,

où B est la sous-algèbre engendrée par a. Ce qui donne,
0 ≤ 1− â(φ) ≤ 1 pour tout φ ∈MB,

d’ou ‖1− â‖ = ‖1− a‖ ≤ 1, ce qui achève la preuve. �
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Lemme 8.4.2 Soit a ∈ A un élément auto-adjoint tel que σ(a) = {0}, alors
a = 0.

Preuve :

D’après l’exercice 7.0.4, on a ρ(x) = ‖x‖ = 0. �

On remarquera que c’est faux si on ne suppose pas x auto-adjoint.

Lemme 8.4.3 A+ est un cône convexe.

Preuve :

Si a ∈ A+ il est clair que λa ∈ A+ pour λ ∈ IR+. Soit a, b ∈ A+ et
λ, µ ∈ IR+ tels que λ + µ = 1. Soit a = b = 0 et il n’y a rien à démontrer
sinon on a∥∥∥∥∥1− λa+ µb

‖a‖+ ‖b‖

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥λ
(

1− a

‖a‖+ ‖b‖

)∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥µ
(

1− b

‖a‖+ ‖b‖

)∥∥∥∥∥
≤ λ+ µ = 1.

Ici on a utiliser la deuxième partie du lemme 8.4.1. Enfin, toujours d’après
le lemme 8.4.1, on a λa+µb

‖a‖+‖b‖ ∈ A
+, ce qui achève la preuve. �

Théorème 8.4.1 Dans une C∗-algèbre unitaire tout élément de la forme a∗a
est dans A+. Pour tout a ∈ A, il existe alors un état fa telle que fa(a∗a) =
‖a‖2.

Preuve :
Soient a ∈ A, x = a∗a, B la sous-algèbre unitaire engendrée par x et MB
l’ensemble des caractères de B. Puisque le spectre d’un élément auto-adjoint
est réel, d’après l’exercice 7.0.1, on peut alors définir les deux fonctions f et
g de C(MB,C) comme suit

f(φ) = max(x̂(φ), 0) et g(φ) = −min(x̂(φ), 0).

On a alors
x̂ = f − g et fg = gf = 0.
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D’après le théorème de Gelfand-Naimark(commutatif), il existe y, z ∈ B tels
que ŷ = f et ẑ = g. On a alors

x = a∗a = y − z et yz = zy = 0,

de plus y et z sont dans A+ 2. D’autre part

za∗(za∗)∗ = za∗az = zyz − z3 = −z3 ∈ −A+.

Soit u et v la partie réel et imaginaire de za∗, c’est-à-dire

u = za∗ + az∗

2 et v = za∗ − az∗

2i .

On a
(za∗)∗(za∗) + za∗(za∗)∗ = 2(u2 + v2)

d’ou
(za∗)∗(za∗) = 2(u2 + v2) + z3 ∈ A+

comme z ∈ A+. D’après l’exercice 6.3.1, on en déduit que le spectre de
(za∗)∗(za∗) est nulle. Le lemme 8.4.2, nous assure que (za∗)∗(za∗) = 0, ce
qui implique que le spectre de −z3 est également nulle, or z est auto-adjoint
donc finalement on a bien z = 0 et donc a∗a = y2 et le spectre de a∗a ∈ A+,
ce qui achève la preuve de la première partie du théorème.

Soient a ∈ A \ {0} et B la sous-algèbre engendrée par a. D’après ce qui
précède et le lemme 8.4.2, on a ρ(a∗a) ∈ IR∗+. Et comme B est commutative,
il existe φ ∈ MB tel que φ(a∗a) = ρ(a∗a) = ‖a‖2, une simple application
du théorème de Hahn-Banach, nous donne une extension f de φ telle que
‖f‖ = ‖φ‖ = 1, et il suit de l’exercice 8.3.2 que f est un état. �

Théorème 8.4.2 (Gelfand-Naimark-1943) Toute C∗-algèbre unitaire ad-
met une représentation isométrique et ∗-isomorphique dans la C∗-algèbre des
opérateurs bornés d’un espace de Hilbert.

Preuve :

2. Ils sont auto-adjoint comme tout élément de B et leur spectre est inclus dans [0,+∞[.
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Soit x ∈ A, d’après le théorème précédent il existe un état fx tel que
fx(x∗x) 6= 0. On peut alors, d’après le théorème 8.3.1, lui associer une re-
présentation πx de A sur un espace Hilbert Hx. On pose alors H = ⊕x∈AHx

et

π(a) =
⊕
x∈A
{πx(a) |x ∈ A}.

Il est clair qu’il s’agit d’une représentation injective, puisque 〈πa(a∗a)ξa, ξa〉 =
πa(a∗a) 6= 0. Le fait que cette représentation est en fait une isométrie est une
conséquence du corollaire 7.0.2. �

Bien sûr, l’espace Hilbert ainsi construit n’a aucune raison d’être sépa-
rable. Un des aspect de la théorie des C∗-algèbre est de décrire ces repré-
sentations. Bien sûr, il faut supposer un peu plus de structure, ce qui donne
naissance au concept d’algèbre de Von Neumann. On pourra consulter [?]
pour un exposé détaillé de cette théorie.
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Chapitre 9

Opérateurs bornés

Dans le chapitre précédent, on a vu que toute C∗-algèbre peut être re-
présentée de manière fidèle comme une sous-algèbre d’opérateur d’un espace
de Hilbert. A partir de maintenant nous allons nous intéresser uniquement
au spectre d’opérateur soit d’un espace de Hilbert dans lui même soit plus
généralement d’un espace de Banach dans lui même.

Le but de ce chapitre est de généraliser le théorème spectral en dimension
infinie. Toutefois, il est clair qu’il va falloir revoir nos ambitions à la baisse
dans le cas général. En effet nous allons démontrer que pour un opérateur
compact comme en dimension finie il existe une base hilbertienne de vecteurs
propres. Par contre, dans le cas général, la notion même de vecteur propre
comme on la connait en dimension finie n’a plus vraiment lieu d’être. Par
exemple, si on considère l’opérateur position 1 sur L2([0, 1]) défini par

X(ψ)(x) = xψ(x).
Alors il n’existe aucun vecteur dans L2([0, 1]) telle que X(ψ) = λψ. En fait
on peut trouver une telle fonction, plus précisément, une distribution, c’est
δ(x− λ) mais il est clair qu’elle n’est pas dans L2([0, 1]).

Même s’il est manifeste que l’on ne peut pas trouver de base hilbertienne
de vecteurs propres, on peut peut tout de même espérer conserver quelques
conséquences de l’existence d’une telle base. En particulier, soit A un opé-
rateur qui admet une base hilbertienne de vecteurs propres (ei) associée aux
valeurs propres (λi), alors on peut définir

1. voir le chapitre 11 pour des explications sur cette dénomination.

97
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1. Le calcul fonctionnelle. Pour tout f ∈ C(IR), on peut définir f(A)
comme

f(A)ei = f(λi)ei.

2. Une mesure spectrale. Soit E ⊂ IR, on note VE l’espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres dont les valeurs propres sont dans E
et PE le projecteur orthogonal sur VE. Alors pour tout vecteur unitaire
ψ, on définit

Probψ(A ∈ E) = 〈ψ, PEψ〉.

Plus précisément notre objectif est, étant donné un opérateur A ∈ B(H)
auto-adjoint, de définir une mesure µA sur IR à valeurs dans les projections
orthogonales sur les sous-espaces de H ayant les même propriétés que E 7→
PE définie plus haut, c’est-à-dire

1. P (∅) = 0 et P (IR) = Id,

2. Si les (En) sont disjoints alors pour tout x ∈ H, on a

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
x =

∞∑
n=1

µ(En)x,

3. Pour tout borélien E1 et E2, µ(E1 ∩ E2) = µ(E1) ◦ µ(E2).

On peut alors définir une intégrale à valeurs dans B(H) pour laquelle on
aura ∫

IR
λ dµA(λ) = A.

Exercice 9.0.1 Montrer que cela coïncide avec la décomposition spectrale
usuelle en dimension finie.

Déslors on pourra définir le calcul fonctionnelle très naturellement par

f(A) =
∫

IR
f(λ) dµA(λ).
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9.1 Rappel sur les espaces de Hilbert com-
plexes

Dans cette section on rappel quelques propriétés des espaces de Hilbert.
On renvoie au chapitre 4 de [Rud80] pour les détails.

Théorème 9.1.1 (Projection orthogonal) Soit H un espace Hilbert et F
un sous-espace fermé. Alors pour tout x ∈ H il existe un unique y ∈ F tel
que

‖x− y‖ = inf
z∈F
‖x− z‖.

De plus x− y est orthogonal à F .

Corollaire 9.1.1 Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace, on a

F = (F⊥)⊥.

Théorème 9.1.2 Soit H un espace de Hilbert et T ∈ B(H). Alors

Ker T = (ImT ∗)⊥

et
ImT ∗ = (Ker T )⊥.

Corollaire 9.1.2 Soit H un espace de Hilbert et T ∈ B(H). Alors

Ker (T − λId) 6= 0 si et seulement si Im (T ∗ − λ∗) n’est pas dense dans H.

Théorème 9.1.3 Soit H un espace de Hilbert séparable, alors il existe une
famille orthonormale (en) dont l’espace engendré est dense dans H. On dit
que (en) est une base Hilbertienne.

9.2 Généralités
Tout au long de cette section, E désignera un espace de Banach complexe.

Un opérateur sera une application linéaire continue de E dans lui-même.

Définition 9.2.1 Soit T ∈ B(E).
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i) Le spectre σ(T ) de T est l’ensemble des nombres complexe λ tels que
T − λ1 n’est pas inversible.

ii) La résolvante ρ(T ) de T est C \ σ(T ).

Exercice 9.2.1 Soit λ ∈ C et x ∈ E tels que T (x) = λx, montrer que λ est
un élément du spectre. Prouver que la réciproque est fausse en exhibant un
contre-exemple.

Comme cas particulier de la proposition 6.3.1, on rappel que

Proposition 9.2.1 Le spectre d’un élément de B(E) est un compact non
vide de C.

En fait contrairement à la dimension finie, il peut y a avoir plusieurs
raisons pour qu’un opérateur ne soit pas inversible.
i) Ker(T − λ1) 6= {0}, dans ce cas on définit

σp(T ) = {λ ∈ C |Ker(T − λ1) 6= {0}},

c’est le spectre ponctuel de T .
ii) Ker(T − λ1) = {0} mais Im(T − λ1) n’est pas dense dans E, dans ce

cas on définit

σp(T ) = {λ ∈ C |Ker(T − λ1) = {0} et Im(T − λ1) 6= E},

c’est le spectre résiduel de T .
iii) Enfin si Ker(T − λ1) = {0} mais Im(T − λ1) est dense dans E mais

différent de E , dans ce cas on définit

σc(T ) = {λ ∈ C |Ker(T−λ1) = {0} et Im(T−λ1) 6= Im(T − λ1) = E},

c’est le spectre continue de T .

Exercice 9.2.2 Soit H un espace de Hilbert complexe, montrer 2 que Sp(A) =
Sp(A∗) pour tout A ∈ H, en déduire que le spectre d’un opérateur auto-adjoint
est réel.

2. Bien sûr c’est un cas particulier de ce qu’on vu pour les C∗-algèbres, mais on peut
le redémontrer plus directement.
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Exercise 9.2.1 [Le shift] Soit l1 l’ensemble des suites complexes sommables.
On définit T ∈ B(l1) par

T (a1, a2, . . . ) = (a2, a3, . . . ).

On rappel que le dual de l1 est l∞ l’ensemble des suites bornées. 3 Montrer
que l’adjoint de T est T ′ ∈ B(l∞) défini par

T (a1, a2, . . . ) = (0, a1, a2, . . . ).

Montrer que
spectre spectre ponctuel spectre résiduel spectre continus

T B(0, 1) B(0, 1) ∅ ∂B(0, 1)
T ′ B(0, 1) ∅ B(0, 1) ∅

Exercise 9.2.2 Soit H un espace de Hilbert, montrer que Spr(A) = ∅ pour
tout opérateur normal de H.
Indication : Montrer que si T est normal alors KerT = KerT ∗.

Donc le spectre d’un opérateur normal est composé de son spectre ponc-
tuel et de son spectre continue.

Exercice 9.2.3 Soit l2 l’ensemble des suites de carrés sommables muni de sa
base hilbertienne canonique (en). On définit l’opérateur T par T (en) = 1

n
en.

Vérifier que le spectre de T est { 1
n
|n ∈ N∗}, on a donc Specc = {0}.

Théorème 9.2.1 (Spectre d’un Opérateur auto-adjoint) Soit H un es-
pace de Hilbert complexe et T ∈ B(H) auto-adjoint, alors
i) sp(T ) ⊂ IR
ii) Si λ, µ ∈ Spp(T ) et u, v ∈ H tels que T (u) = λu et T (v) = µv alors si

λ 6= µ on a 〈u, v〉 = 0.

Preuve :
Le i) est une conséquence du corolaire 7.0.1. Si λ, µ ∈ Spp(T ) et u, v ∈ H
tels que T (u) = λu et T (v) = µv alors si λ 6= µ, alors

λ〈u, v〉 = 〈T (u), v〉 = 〈u, T (v)〉 = µ〈u, v〉,

d’ou le résultat. �

3. Par contre le dual de l∞ est plus grand que l1.
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9.3 Les opérateurs compacts
On peut facilement démontrer le théorème spectral pour des opérateurs

dont l’image est de dimension finie. En effet, quitte à quotienter par le noyau,
on se ramène à la dimension finie. Les opérateurs compacts viennent généra-
liser les opérateurs de rang fini comme limite de tels opérateurs.

Définition 9.3.1 Soit H un espace de Hilbert et T ∈ B(H), T est dit com-
pact (resp. de rang fini) si T (B(0, 1)) est relativement compact (resp. inclus
dans sous espace de dimension finie). On note K(H) l’ensemble des opéra-
teurs compacts.

On remarque que tout opérateur de rang fini est compact.

Exercise 9.3.1 Montrer que si H est de dimension infinie alors 0 ∈ Sp(T )
pour tout T ∈ K(H).

Exercise 9.3.2 Montrer que si T est compact alors T ∗ l’est aussi.

Théorème 9.3.1 K(H) est un sous-espace fermé de B(H).

Preuve :

Soit (Tn) une suite d’opérateurs compacts qui converge vers T dans B(H).
Soit ε > 0. Pour n assez grand ‖T − Tn‖ ≤ ε

2 , or il existe x1, . . . , xN tels que
Tn(B(0, 1)) est inclus dans ∪Ni=1B

(
xi,

ε
2

)
, donc T (B(0, 1)) est inclus dans

∪Ni=1B (xi, ε), ce qui prouve le théorème. �

Tout opérateur qui est limite d’opérateur de rang fini est donc compact.
Comme nous allons le voir la réciproque est également vraie dans le cas d’un
espace de Hilbert séparable.

Exercise 9.3.3 Soit H un espace de Hilbert et (xn) une suite d’éléments de
H convergeant faiblement et T ∈ K(H), alors T (xn) converge fortement.

Théorème 9.3.2 Soit H un espace de Hilbert séparable, alors l’ensemble des
opérateurs de rang fini est dense dans K(H).
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Preuve :

Soient (en) une base hilbertienne deH et En l’espace engendré par {e1, . . . , en}.
Pour T ∈ K(H), on pose Tn = T ◦ Pn, où Pn : H → En est la projection
orthogonale. Clairement Tn est de rang fini et

‖T − Tn‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)− Tn(x)‖ = sup
x∈E⊥n ,‖x‖≤1

‖T (x)‖.

Donc ‖T − Tn‖ est décroissante et minoré, notons λ sa limite. Si λ 6= 0 alors
il existe xn ∈ E⊥n tel que ‖xn‖ = 1 et ‖T (xn)‖ ≥ λ

2 . Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que xn converge faiblement, notons x sa limite.
En fait pour tout y ∈ H, on a 〈y, xn〉 = 〈P⊥n (y), xn〉 ≤ ‖P⊥n (y)‖, or on montre
facilement à l’aide de Parseval que la limite du dernier terme est nulle et donc
x = 0. D’après l’exercice 9.3.3, on a ‖T (xn)‖ → 0 ce qui contredit le fait que
λ 6= 0 et achève la preuve du théorème. �

9.4 Alternative de Fredholm et spectre d’un
opérateur compact

Comme on l’a vu plus haut un élément du spectre ne correspond pas
forcément à une valeur propre. Toutefois pour les opérateurs compacts, c’est
le cas pour tout élément non-nul du spectre, comme nous l’assure le théorème
suivant.

Théorème 9.4.1 Soient H un espace de Hilbert et T ∈ K(H). Alors
i) Ker(Id− T ) est de dimension finie,
ii) Im(Id− T ) est fermée.

Corollaire 9.4.1 (Alternative de Fredholm) Soient H un espace de Hil-
bert et T ∈ K(H). Alors Id − T est injective si et seulement si Id − T est
surjective.

Preuve :
Supposons que Id−T est injective et considérons la suite de sous-espaceMn =
(Id−T )nH. D’après le théorème précédent Mn est une suite décroissante de
sous-espace fermé invariant par T . SiM1 6= H alorsMn+1 6= Mn pour tout n.
En effet, soit x0 ∈ H tel que x0 6∈M1, si (Id−T )n(x0) ∈Mn+1 alors il existe
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y0 tel que (Id − T )n(x0) = (Id − T )n+1(y0) ce qui implique, par injectivité
de Id−T , que x0 = (Id−T )(y0), ce qui est une contradiction. Il existe donc
une suite de vecteurs unitaires en ∈Mn telle que d(en,Mn+1) ≥ 1

2 pour tout
n. On a alors

‖T (en)− T (en+k)‖ = ‖en − ((Id− T )(en) + T (en+k))‖ ≥
1
2 pour tout k ≥ 1,

puisque T (en+k) ∈ Mn+k ⊂ Mn+1. Ce qui contredit la compacité de T et
prouve la première implication du corollaire.

Réciproquement si Id − T est surjective, alors Ker(Id − T ∗) = {0},
comme T ∗ est compact, on a d’après ce qui précède et le théorème 9.4.1 que
Im(Id − T ∗) = H, d’ou Ker(Id − T ) = 0 ce qui achève la preuve du corol-
laire. �

Preuve du théorème 9.4.1 :

Pour montrer que Ker(Id−T ) est de dimension finie il suffit de montrer
que sa boule unité est relativement compact. Or comme T (x) = x pour tout
x ∈ Ker(Id− T ). On a

B(0, 1) ∩Ker(Id− T ) ⊂ T (B(0, 1) ∩Ker(Id− T )) ⊂ T (B(0, 1)),

ce prouve i).

La preuve de ii) s’effectue en plusieurs étapes. Soit (yn) une suite de
points de Im(Id− T ) qui converge vers y dans H.

Etape 1 : "bonnes" préimages de (yn).

Soit En = {xn |xn − T (xn) = yn}, alors d’après i), c’est un espace affine
de dimension finie, on peut donc choisir un élément qui minimise la norme,
que l’on note un. C’est la projection de 0 sur En donc en plus d’avoir

un − T (un) = yn,

on a
un ∈ Ker(Id− T )⊥.
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Etape 2 : (un) est bornée.

Supposons que (un) ne soit pas bornée, on pose alors vn = un
‖un‖ . Quitte

à extraire une sous-suite on peut supposer que vn ⇀ v, à l’aide de l’exercice
9.3.3, on en déduit que

vn = T (vn) + yn
‖un‖

→ v

et que donc
v − T (v) = 0,

or v ∈ Ker(Id − t)⊥ puisque cette espace est fermé d’après i). Donc v = 0,
mais par convergence forte on doit avoir ‖v‖ = 1, ce qui donne la contradic-
tion cherchée.

Etape 3 : Conclusion.

On peut extraite de (un) une sous-suite convergeant faiblement vers u,
puis grâce à l’exercice 9.3.3, on a u− T (u) = y, ce qui achève la preuve. �

Exercise 9.4.1 Montrer que si T ∈ K(H) est auto-adjoint alors Sp(T ) \
{0} = Spp(T ) \ {0} et que le seul point d’accumulation de σ(T ) \ {0} est 0.

Théorème 9.4.2 Soit T ∈ K(H) alors dimKer(Id − T ) = dimH/(Id −
T )(H).

Preuve :
Soit e1, . . . , en une base de Ker(Id − T ) et f1, . . . , fm une base de H/(Id −
T )(H).
Supposons que n ≤ m, on considère alors F ∈ B(H) l’application définie
par F ≡ 0 sur un complémentaire de Ker(Id − T ) et F (ek) = fk. Alors
T̃ = T + F est une perturbation de T par un opérateur de rang fini donc
il est compact. On affirme que Id − T̃ est injectif. Car sinon il existe x
tel que x − T (x) = F (x) ∈ (Id − T )(H) ∩ V ect{f1, . . . , fm} = {0}, alors
x ∈ Ker(Id− T )∩KerF = {0}, ce qui prouve l’affirmation. On a donc, par
l’alternative de Fredholm, que Id− T̃ est surjectif et donc n = m.
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Supposons que n ≥ m, on considère alors G ∈ B(H) l’application définie
par G ≡ 0 sur un complémentaire de V ect{e1, . . . , em} et G(ek) = ekfk. Alors
T̃ = T + G est une perturbation de T par un opérateur de rang fini donc il
est compact. Il est clair que T̃ est surjectif. On a donc, par l’alternative de
Fredholm, que Id− T̃ est injectif et ce qui impose n = m. �

Remarque importante : L’alternative de Fredholm nous offre une
méthode pour résoudre les équations de la forme

λx− T (x) = y,

lorsque T est compact et λ 6= 0. Soit λId − T est inversible et alors il y a
une unique solution. Sinon, notre équation a une solution si et seulement si
y ∈ Im(λId− T ). Or Im(λId− T ) = Ker(λ∗Id− T ∗)⊥. On considère alors
f1, . . . , fn une base de Ker(λ∗Id − T ∗). Notre équation a une solution si et
seulement si

〈fi, y〉 = 0 pour tout i.

Théorème 9.4.3 Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et T ∈
K(H). Alors
i) soit Sp(T ) = {0},
ii) soit Sp(T ) \ {0} est fini,
iii) soit Sp(T ) \ {0} est une séquence de nombres réels qui tend vers 0.

Preuve :

Utiliser l’exercice 9.4.1. �

Théorème 9.4.4 (Décomposition spectral d’un opérateur compact)
Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ K(H) auto-adjoint. Alors il
existe une base hilbertienne de H composée de vecteurs propres de T .

En fait séparable n’est pas essentiel dans le sens où le théorème reste vrai
si on se restreint aux sous espace-fermés ImT = (Ker T )⊥.

Preuve :
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Soit (λn) les valeurs propres non nulles de T et En = Ker(λnId − T ).
Chaque En étant de dimension finie, il admet une base orthogonal, puis
en remarquant, grâce au théorème 9.2.1, que les En sont deux à deux or-
thogonaux, on obtient finalement (en) une base hilbertienne de F , où F =
V ect{E1, E2, . . .}.
On pose alors E = F

⊥ et remarque que si S = T|E alors Sp(E) = {0}. En
particulier ρ(S) = 0, mais S est auto-adjoint donc S = 0, et donc E ⊂ KerT .
finalement on peut adjoindre une base hilbertienne de KerT à (en), puisque
KerT ⊂ H est séparable. Ce qui achève la preuve. �

9.5 Un exemple : le laplacien
Soit Ω un ouvert de IRn, on note W 1,2(Ω) l’espace de Sobolev des dis-

tributions admettant des dérivées partielles dans L2(Ω). On notera W 1,2
0 (Ω)

l’adhérence de C∞c (Ω) dans W 1,2(Ω).
On définit le laplacien positif comme suit

∆ = − ∂2

∂x2
1
− · · · − ∂2

∂x2
n

.

On rappel l’existence de solutions au problème de Dirichlet, voir chapitre
6 de [Eva10].

Théorème 9.5.1 Pour tout f ∈ L2(Ω), il existe un unique u ∈ W 1,2
0 (Ω) tel

que u vérifie
∆u+ u = f (au sens faible).

Exercice 9.5.1 Vérifier que R(f) = u défini un opérateur linéaire borné
de L2(Ω) auto-adjoint. A l’aide du théorème de Rellich-Kondrakov, montrer
qu’il est même compact.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer la décomposition spectral : il
existe une base hilbertienne (φn) de L2(Ω) composée de vecteurs propres de
(∆ + Id)−1. On admettra que les φn sont C∞ jusqu’au bord, voir chapitre 6
de [Eva10] ou encore [HL97] pour les détails sur la régularité des solutions
d’équations elliptiques.
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Exercice 9.5.2 Montrer que les valeurs propres λn, associées aux en, sont
dans (0, 1).

En fait (en) est aussi une base hilbertienne de vecteurs propres pour le
laplacien, puisque

(∆ + Id)−1en = λnen, ,

ce qui donne
∆en = µnen,

avec µn = 1
µn
− 1.

Exercice 9.5.3 à l’aide de cette base donnée une solution de l’équation des
ondes {

∂2u
∂t2

+ ∆u = 0 sur IR × Ω
u = 0 sur IR × ∂Ω .

Plus généralement on peut étudier les opérateurs de Schrödinger P =
∆ + V sur IRd où V ∈ C∞(IRd,C) à laide de la même méthode. On suppose
que V est borné par en dessous 4, c’est à dire qu’il existe C telle que V +C ≥ 0.
On pose alors

HP = {u ∈ H1(IRd) | (V + C) 1
2u ∈ L2(IRd)},

Exercice 9.5.4 Montrer que si V (x)→ +∞ quand |x| → +∞ alors l’injec-
tion de HP dans L2(IR) est compacte.

Si l’injection de HP dans L2(IR) est compacte, alors on montre sans pro-
blème que la résolvante de P , i.e. (Id − P )−1, est compacte. En particulier
on peut appliquer ceci à l’oscillateur harmonique,

P = − d2

dx2 + x2,

et déduire l’existence d’une base hilbertienne de vecteurs propres pour P .

On pourra consulter [Tes09], pour une étude plus systématique.

4. C’est une hypothèse raisonnable d’un point de vue physique, voir XXX



9.5. UN EXEMPLE : LE LAPLACIEN 109

9.5.1 Harmoniques sphériques et représentation de SO(3)
On désigne par S2 la sphère unité de IR3, i.e.

S2 = {(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = 1}.

Tout d’abord, on remarque que SO(3) admet une représentation dans
l’espace des fonctions définies sur IR3 par

π(g)(f)(x) = f(g−1(x)) pour tout g ∈ SO(3).

Définition 9.5.1 Une fonction f de IR3 est dite harmonique si elle est C2 et
vérifie ∆f = 0. On note H l l’espace des polynômes homogènes harmoniques
de degré égale à l.

Exercise 9.5.1 Montrer que H l est un espace vectoriel de dimension 2l+ 1.
Indication : Montrer que ∆ : P l → P l−2 est surjective, où P l est l’ensemble
des polynômes homogènes de degré l.

On rappelle l’identité d’Euler,

x
∂P

∂x
+ y

∂P

∂y
+ z

∂P

∂z
= lP pour tout P ∈ P l.

Proposition 9.5.1 Pour tout l ≥ 2, on a

P l = H l ⊕ r2P l−2.

Preuve :

D’après l’exercice précédent la somme des dimensions de H l et P l−2 est
égale à P l. Il suffit alors de montrer que l’intersection est nulle. Or à l’aide
l’identité d’Euler, on obtient

∆(r2kP ) = 2k(l + 2k + 1)r2k−2P + r2k∆P.

Alors, soit P ∈ H l et k le plus grand entier tel que r−2kP ∈ P l−2k. Si k 6= 0,
l’identité précédente donne une contradiction, ce qui prouve la proposition.
�

En particulier on a
P l =

⊕
2k≤l

r2kH l−2k. (9.1)
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Théorème 9.5.2 H l est invariant par SO(3).

Preuve :

Soit P un polynôme homogène de degré l et g ∈ SO(3), alors

∂P ◦ g
∂xi

=
3∑
j=1

∂P

∂xj
gij,

d’ou
∆(P ◦ g) =

3∑
i=1

3∑
j=1

( 3∑
k=1

∂2P

∂xk∂xk
gik

)
gij,

enfin en réordonnant la somme et en utilisant le fait que tgg = Id, on prouve
le résultat. �

En restreignant π à H l on obtient une représentation de SO(3) de dimen-
sion 2l + 1.

En fait un polynôme homogène de IR3 est entièrement déterminé par sa
restriction à S2. Ce qui nous amène à la définition suivante.

Définition 9.5.2 La restriction d’un polynôme harmonique à S2 s’appelle
une harmonique sphérique. On note Hl la restriction des polynôme harmo-
nique de degré l.

On munit L2(S2) du produit scalaire : 〈f, g〉 =
∫
S2 fḡ dσS2 . π restreint

à Hl est une représentation de SO(3) de dimension finie. De plus elle est
unitaire par invariance de la mesure de S2 par action de SO(3).

Exercice 9.5.5 Montrer que Hl est orthogonal à Hk dés que k 6= l.

Indication : Utiliser l’identité d’Euler et une intégration par partie

D’après (9.1), la restriction des polynômes homogènes sur S2 est égale
aux harmoniques sphérique donc par Stone-Weirstrass, les harmoniques sphé-
riques sont denses dans L2(S2). Finalement on a

L2(S2) =
∞⊕
l=0
Hl.
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On note N le pole nord et GN son stabilisateur dans SO(3). Si H est un
sous-espace invariant de L2(S2), alors on note HN l’ensemble des éléments
de H fixé par GN . On a alors le lemme suivant

Lemme 9.5.1 Soit H un sous-espace invariant de L2(S2) de dimension fi-
nie, alors HN 6= {Id} et si dim(HN) = 1 alors H est irréductible.

Preuve :

Soit f1, . . . , fn une base hilbertienne de H, on pose alors

G(x, y) =
n∑
i=1

fi(x)fi(y).

On a alors pour f ∈ H,

f(y) =
∫
S2
G(x, y)f(x) dσS2 . (9.2)

On vérifie aisément que la définition de G est indépendante de la base choisie,
en particulier on a

G(g.x, g.y) = G(x, y) pour tout g ∈ SO(3).

Alors l’application x 7→ G(x,N) est dans HN et est clairement non nulle.

D’autre part si dim(HN) = 1 alors si on a un sous-espace invariant K, on
peut également lui associé un noyau G′. Par hypothèse il sera proportionnelle
à G . Soit il est nulle et alors c’est queK l’est aussi, sinon on peut décomposer
tout élément de H en somme de fonction de K à l’aide de (9.2) et donc
H = K. Ce qui achève la preuve. �

Exercise 9.5.2 Si P est un polynôme homogène de degré l invariant par
GN alors il s’écrit

P =
∑
2k≤l

akr
2kzl−2k.

Théorème 9.5.3 Les représentations de SO(3) dans Hl sont irréductibles.
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Preuve :

Pour cela il suffit de prouver que dim(Hl
N) = 1. D’après ce qui précède

on a P = ∑
k≤l akz

k. On orthonormalise les zk à l’aide de Gramm-Schmidt,
et on obtient une nouvelle base pk telle que

P =
∑
k≤l

bkpk.

Mais chaque pk est dans Hk or Hk et Hl sont orthogonaux, donc

P = blp
l,

ce qui prouve le théorème. �

Au final on a "cassé" la représentation de SO(3) dans L2(S2) en une
somme de représentations de dimension finie, unitaires et irréductibles. En
fait cette décomposition n’est rien d’autre que la décomposition spectrale
du Laplacien de Beltrami sur S2. En effet en écrivant le laplacien de IR3 en
coordonnées sphériques, on a

∆f = −∂
2f

∂r2 −
2
r

∂f

∂r
− 1
r2
∂2f

∂θ2 −
1

r2 tan θ
∂f

∂θ
− 1
r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2 ,

on remarque alors, que pour tout P ∈ Hl, on a

∆S2P = l(l + 1)P.

Pour plus de détail sur les harmoniques sphériques et faire le lien avec les
représentation de SU(2) on pourra consulter [KS10].

9.6 Operateur de Fredholm
Tout d’abord on peut remarquer que l’ensemble des opérateurs compacts

forment un idéal de B(H). On peut donc considérer l’espace quotient, parfois
appelé algèbre de Calkin. On va s’intéresser notamment au rôle particulier
joué par les opérateurs inversibles de ce quotient.

Définition 9.6.1 Soient H un espace de Hilbert et T ∈ B(H). On dit que T
est un opérateur de Fredholm si Ker(T ) est de dimension finie et si Im(T )
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est fermé et de codimension finie. On note F(H) l’ensemble des opérateurs
de Fredholm. On définit l’indice d’un opérateur de Fredholm comme suit,

Ind(T ) = dimKer T − dim coKer T,

où coKer T = H/T (H).

On remarque que l’alternative de Fredholm nous assure que toute pertur-
bation de l’identité par un opérateur compact est d’indice 0.

Exercise 9.6.1 Vérifier que l’hypothèse que l’image soit fermée est en fait
superflue.

Exercice 9.6.1 Montrer qu’un opérateur de Fredholm auto-adjoint est d’in-
dice 0.

Théorème 9.6.1 T ∈ F(H) si et seulement si T est inversible dans B(H)/K(H).

Preuve :

Soit T ∈ B(H) tel que T soit inversible, d’inverse S̄. Alors il existe
K1, K2 ∈ K(H) tels que

Id− ST = K1 et Id− TS = K2.

On a alors Ker(T ) ⊂ Ker(Id−K1) et Im(Id−K2) ⊂ Im(T ), ce qui prouve
que T est un opérateur de Fredholm.

Réciproquement soit T ∈ F(H), P la projection orthogonale sur le noyau
et Q la projection orthogonale sur l’image. Alors P et Id−Q sont compacts.
Soit C un complémentaire du noyau alors S = T|C est un opérateur inversible
sur l’image de T par le graphe fermé. On pose alors R = S−1 ◦ Q, et on
remarque que

RT = Id− P et TR = Id− (Id−Q).

Ce qui achève la preuve. �

Remarque : Si T ∈ F(H) et S ∈ B(H) tel que ST − Id ∈ K(H) ou
TS − Id ∈ K(H) alors S ∈ F(H).
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Définition 9.6.2 le spectre essentiel d’un opérateur T ∈ B(H) est le spectre
de T dans B(H)/K(H), on le note σe(T ).

Exercise 9.6.2 Montrer que σe(T ) est un compact non vide de σ(T ).

Exercise 9.6.3 Quelle est le spectre essentiel du shift dans l2.

Exercice 9.6.2 Soient p, q, f ∈ C0([0, 1]) et a, b ∈ IR.
i) Montrer que l’équation {

u′′ + pu′ + qu = f
u(0) = a et u(0) = b

,

est équivalente à
u−K(u) = g

où T : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) est un opérateur intégrale définie par

T (u)(x) = u(x) +
∫ 1

0
G(x, y)u(x) dy.

et G ∈ L2([0, 1]× [0, 1]) vérifie

G(x, y) =
{
y(q(x)(1− x)− p(x)) si y ≤ x
(1− y)(q(x)x+ p(x)) sinon ,

et
g = ph′ + qh− f,

où h(x) = a(1− x) + bx.

Indication : Montrer que si u est une solution du premier problème alors
u′′ est une solution du second. Et montrer que si v est une solution du
second problème alors

u(x) =
∫ 1

0
k(x, y)v(y) dy

est une solution du premier problème pour

k(x, y) =
{
x(1− y) si x ≤ y
y(1− x) sinon .
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ii) A l’aide l’alternative de Fredholm, en déduire que soit

u−K(u) = g

a une unique solution dans C0([0, 1]) pour tout g ∈ C0([0, 1]), soit

u−K(u) = 0

a une solution non-triviale.
Cette exercice est une initiation à la théorie de Sturm-Liouville, voir [Zet05]
pour un exposé plus détaillé.

On remarque que le produit de deux opérateurs de Fredholm est un opé-
rateur de Fredholm, mais alors quel est l’indice du nouvel opérateur ?

Théorème 9.6.2 Soit T, S ∈ F(H), alors TS ∈ F(H) et

Ind(TS) = Ind(T ) + Ind(S).

Preuve :

La preuve repose sur les deux formules suivantes

dimKerT + dimKerS = dimKerTS + dim(KerT/(ImS ∩KerT ))

et

dim coKerT + dim coKerS = dim coKerTS + dim((ImS +KerT )/(ImS)).

En effet, on alors

dimKerTS ≤ dimKerT + dimKerS

et
dimcoKerTS ≤ dimcoKerT + dimcoKerS.

Enfin on obtient la formule en remarquant que

KerT/(ImS ∩KerT ) ∼= (KerT + ImS)/(ImS).

�
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Exercise 9.6.4 Montre que si T ∈ F(H) et K ∈ K(H) alors Ind(T +K) =
Ind(T ).

Théorème 9.6.3 (Continuité de l’indice) Soit (Tn) une suite d’opéra-
teur de B(H) qui converge vers T ∈ F(H), alors à partir d’un certain rang
Tn ∈ F(H) et Ind(Tn) = Ind(T ).

Preuve :

D’après le théorème 9.6.1, F(H) est ouvert donc Tn ∈ F(H) pour n assez
grand. De plus, il existe S ∈ B(H) tel que TS − Id = K ∈ K(H). Enfin on
écrit Tn = T + Rn avec ‖Rn‖ → 0. On a donc que Id + RnS est inversible
pour n assez grand, ce qui donne

Ind(Tn) + ind(S) = Ind((T +Rn)S) = Ind(Id+RnS +K) = 0

d’autre part
Ind(T ) + ind(S) = 0,

ce qui achève la preuve. �

9.7 Les opérateurs à trace, les opérateurs de
Hilbert-Schmidt et les opérateurs à noyau

Tout d’abord on généralise la notion de trace au opérateur positif.

Théorème 9.7.1 Soit H un espace de Hilbert muni d’une base hilbertienne
(en), pour tout opérateur positif T ∈ B(H), on définit

Tr(T ) =
∞∑
n=0
〈en, T (en)〉. (9.3)

C’est la trace de T et on a
i) Tr(T1 + T2) = Tr(T1) + Tr(T2),
ii) Tr(λT ) = λTr(T ) pour tout λ ≥ 0,
iii) Tr(U−1TU) = Tr(T ) pour tout opérateur unitaire U ∈ B(H),
iv) Si 0 ≤ T1 ≤ T2 alors Tr(T1) ≤ Tr(T2).
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Preuve :
Il suffit simplement de vérifier que la définition ne dépend pas de la base
choisie et le iii), le reste est évident. Soit (fn) une autre base hilbertienne.
Or on sait qu’il existe S également positif, tel que S2 = T , ce qui donne

Tr(T ) =
∞∑
n=1
〈en, T (en)〉 =

∞∑
n=1
‖S(en)‖2

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈S(en), fm〉2

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈S(fm), en〉2

=
∞∑
m=1

∞∑
n=1
〈S(fm), en〉2

=
∞∑
m=1
‖S(fm)‖2

=
∞∑
m=1
〈fm, T (fm)〉.

On montre le iii) en remarquant que (U(en)) est une nouvelle base hilber-
tienne. �

Soit T ∈ B(H), on peut lui associé une "valeur absolue" en prenant la
racine carré de T ∗T , plus précisément on définit |T | comme l’unique opérateur
positif tel que |T |2 = T ∗T , d’ou la définition suivante.

Définition 9.7.1 Un opérateur T ∈ B(H) est dit à trace si Tr(|T |) < ∞.
On note I1(H) l’ensemble des opérateurs à trace.

Lemme 9.7.1 Tout opérateur est combinaison d’opérateur unitaire.

Preuve :
Soit A ∈ B(H), on commence par écrire A comme somme d’opérateur auto-
adjoint :

A = A∗ + A

2 + 1
2i
A− A∗

2i .

Soit B ∈ B(H) auto adjoint, quite à multiplier par un scalaire, on peut
supposer que ‖B‖ ≤ 1 on verifie que B = B+i

√
Id−B2

2 + B−i
√
Id−B2

2 fourni la
décomposition cherchée. �
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Exercise 9.7.1 Montrer que I1(H) est un ∗-idéal 5, et que Tr(AB) = Tr(BA)
pour tout A,B ∈ I1(H).
Indication : Utiliser la décomposition polaire et le lemme précédent.

On munit I1(H) de la norme Tr(|T |). On remarquera que la série (9.3)
converge absolument pour tout élément T ∈ I1(H), et que la limite ne dépend
pas du choix de la base, on note cette limite également Tr(T ). On peut
également définit le déterminant d’un opérateur, mais pour cela il faut définir
le produit tensorielle d’opérateur, on préfère renvoyer le lecteur intéressé à
[Sim05] chapitre 1 à 3.

Exercice 9.7.1 Soit K ∈ C0([0, 1]× [0, 1]), et H = L2([0, 1]), on pose alors

TK(f)(x) =
∫ 1

0
f(y)K(x, y) dy,

montrer que

Tr(TK) =
∫ 1

0
K(x, x) dx.

Définition 9.7.2 Un opérateur T ∈ B(H) est dit de Hilbert-Schmidt si
Tr(T ∗T ) <∞. On notera I2(H) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Exercice 9.7.2 Montrer que I2(H) est un ∗-idéal.

On munit alors I2(H) de la forme sesquilinéaire 〈S, T 〉 = Tr(T ∗S). On
vérifie facilement à l’aide de Cauchy-Schwarz que cela à bien un sens.

Théorème 9.7.2 I2(H) est un espace de Hilbert.

Preuve :

5. Un idéal bilatère stable par ∗.
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Montrons tout d’abord que c’est un espace vectoriel. Soit T, S ∈ I2(H),
λ ∈ C et une base hilbertienne (en), alors
∞∑
n=1
〈en, (T + λS)∗(T + λS)(en)〉 =

∞∑
n=1
‖(T + λS)(en)‖2

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈em, (T + λS)(en)〉2

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈em, (T + λS)(en)〉2

≤ 2
∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈em, T (en)〉2 + |λ|2〈em, S(en)〉2

≤ 2(Tr(T ∗T ) + |λ|2Tr(S∗S)).

Reste à vérifier la complétude. Pour cela on considère une suite de Cauchy
(Tn). On remarque Tn(em) est de Cauchy pour tout m. Un procédé d’extrac-
tion diagonale permet alors de conclure. �

Dans ce qui suit (X,µ) désigne un espace mesuré et H = L2(X,µ). Pour
tout K ∈ L2(X ×X,µ⊗ µ) on définit TK : H → H par

TK(f)(x) =
∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y) pour presque tout x ∈ X.

Exercice 9.7.3 A l’aide de Fubini et Cauchy-Schwarz, montrer que TK ∈
B(H).

Dans ce cas on dit que K est le noyau de TK .

Théorème 9.7.3 Tout opérateur de la forme TK est un opérateur de Hilbert-
Schmidt. Et réciproquement tout opérateur T de Hilbert-Schmidt sur H peut
s’écrire comme un opérateur à noyau, c’est-à-dire il existe K ∈ L2(X×X,µ⊗
µ) tel que

T (f)(x) =
∫
X
K(x, y)f(y) dµ(y) pour presque tout x ∈ X.

De plus
Tr(T ∗T ) =

∫
|K(x, y)|2 dµ(x)dµ(y).
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Preuve :

Soit TK un opérateur à noyau. Comme L2 est séparable, on peut le munir,
à l’aide du procédé de Gram-Schmidt, d’une base hilbertienne que l’on note
(en). On a alors

〈en, TK(em)〉 =
∫
X
en

∫
X
K(x, y)em(y) dµ(y) dµ(x)

=
∫
X×X

en(x)K(x, y)em(y)dµ⊗ µ(x, y)

= 〈em ⊗ em, K〉.

D’ou ∞∑
n=1
‖TK(en)‖2 =

∞∑
n=1

∞∑
m=1
〈em ⊗ en, K〉2 = ‖K‖2

2.

Ici on a utiliser le fait que (em ⊗ en) forme une base hilbertienne de L2(X ×
X,µ ⊗ µ). Ce qui prouve la première et la dernière assertion. En fait on a
précisément que l’application

L2(X ×X,µ⊗ µ) → I2(H)
K 7→ TK

est une isométrie sur son image. Pour conclure, il suffit de montrer que l’image
est dense. Pour cela on vérifier que si T ∈ I2(H), alors Tn définie par

Tn(f) =
n∑
k=1
〈ek, T (f)〉ek,

converge bien vers T dans I2(H). Ce qui achèvera la preuve. �

9.8 Théorème de décomposition spectrale

9.8.1 Mesures spectrales
On rappel le théorème suivant comme conséquence du calcul fonctionnel

continue pour les opérateurs normaux.

Théorème 9.8.1 Soient H un espace de Hilbert et T ∈ B(H) auto-adjoint.
Alors il existe un unique morphisme de C∗-algèbre
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ΦT : C(σ(T ),C) → B(H)
f 7→ ΦT (f) ,

tel que ΦT (X) = T . De plus, ΦT est une isométrie sur son image et si f ≥ 0
alors ΦT (f) est un opérateur positif.

On peut alors associé une mesure à un opérateur auto-adjoint, puisqu’en
projetant son calcul fonctionnelle on obtient une forme linéaire positive,
d’après le théorème précédent.

Définition 9.8.1 Soient H un espace de Hilbert et T ∈ B(H) auto-adjoint.
A tout vecteur x ∈ H on associe la forme linéaire positive lx : C0(σ(T ),C)→
C définiepar

lx(f) = 〈x, f(T )x〉.

Le théorème 4.1.1 nous donne alors une mesure de Radon 6 µTx sur σ(T ). On
dit que µx est la mesure spectrale associée à x.

9.8.2 Le théorème spectral
On démontre d’abord le théorème dans le cas où il existe un vecteur

cyclique, c’est-à-dire x ∈ H tel que {P (T )(x) |P ∈ C[X]} soit dense dans H.

Théorème 9.8.2 Soient H un espace de Hilbert et T ∈ B(H) auto-adjoint.
On suppose de plus qu’il existe un vecteur cyclique pour T . Alors il existe une
mesure de Radon finie sur σ(T ) et une application unitaire

U : H → L2(σ(T ), µ),

tel que
UTU−1 = MX ,

où MX(f)(x) = xf(x) pour tout f ∈ L2(σ(T ), µ).

Plus généralement pour toute fonction g ∈ L∞(σ(T )) on peut définir
l’opérateur Mg : L2(σ(T ), µ)→ L2(σ(T ), µ) par Mg(f) = gf . Ces opérateurs
vont jouer le rôle des matrices diagonales.

6. En fait une mesure régulière puisque le spectre est un espace polonais.



122 CHAPITRE 9. OPÉRATEURS BORNÉS

Preuve :

Soient x ∈ H un vecteur cyclique et µTx sa mesure spectrale. On définit
alors V : C[X]→ H comme suit

V (p) = p(T )(x).

On remarque V est une isométrie de (C[X], ‖ . ‖2) dans {P (T )(x) |P ∈
C[X]} ⊂ H , puisque

‖V (p)‖2 = ‖p(T )(x)‖2 = 〈x, p(T )∗(p(T )(x))〉 = 〈x, p(T )(p(T )(x))〉

= 〈x, |p|2(T )(x)〉 =
∫
σ(T )
|p|2 dµTx = ‖p‖2

2.

De plus, par hypothèse, l’image de V est dense dans H. Par densité de C[X]
dans C0(σ(T ),C), qui lui même est dense dans L2(σ(T ), µTx ), on étend V en
une isométrie V de L2(σ(T ), µTx ) sur H, et on notera alors U son inverse.
Finalement, pour tout p ∈ C[X], on a

U−1(p) = p(T )x,

ce qui donne,
TU−1(p) = (Tp(T ))x,

et donc,
UTU−1(p) = Xp(X),

puis par densité on vérifie qu’on a le résultat voulu. �

La preuve dans le cas général nécessite le lemme suivant.

Lemme 9.8.1 Soit H un espace de Hilbert et T ∈ B(H) auto-adjoint. Alors
il existe un ensemble de vecteurs (xi)i∈I tel que si i 6= j on a {P (T )(xi) |P ∈
C[X]}⊥{P (T )(xj) |P ∈ C[X]} et

H = ⊕i∈I{P (T )(xi) |P ∈ C[X]}.

Preuve :

On pose pour x ∈ H,

Hx = {P (T )(x) |P ∈ C[X]}.
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Tout d’abord on remarque, puisque T est auto-adjoint, que si y⊥Hx alors
Hy⊥Hx. Puis, on pose S = {x | ‖x‖ = 1} et

D := {D ⊂ S | ∀x, y ∈ D, x 6= y ⇒ Hx⊥Hy}.

On remarque que (D,⊂) est partiellement ordonné et inductif, donc le
lemme de Zorn, nous donne un élément maximal D. On a alors

H = ⊕x∈DHx.

Sinon il existerait x0 ∈ S tel que x0⊥Hx pour tout x ∈ D et alors D∪{x0} ∈
D, ce qui serait une contradiction avec le fait que D est maximal . �

Ce qui nous donne dans le cas séparable le théorème suivant.

Théorème 9.8.3 Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ B(H)
auto-adjoint. Alors il existe une suite de mesures de Radon finie(µn) (finie
ou dénombrable) sur σ(T ) et une application unitaire

U : H →
⊕
n

L2(σ(T ), µn),

tels que si on note (fn) la décomposition de f ∈
⊕
n

L2(σ(T ), µn) alors

(UTU−1f)n = MX(fn) pour tout n.

9.8.3 Applications
Le calcul fonctionnel borélien

Dans le paragraphe précédent, on a défini une mesure spectrale comme
une forme linéaire positive sur les fonctions continues du spectre, en s’ap-
puyant sur le calcul fonctionnelle continue que l’on a défini à l’aide du théo-
rème de Gelfand-Naimark. Ici on va étendre le calcul fonctionnelle aux fonc-
tions boréliennes. Soient T ∈ B(H) auto-adjoint et f une fonction mesurable
bornée sur σ(T ), on définit

Qf (x) =
∫
σ(A)

f(λ) dµTx (λ).

Proposition 9.8.1 Qf est une forme quadratique continue.
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Preuve :

Soit F l’ensemble des fonctions boréliennes bornées sur σ(T ) telle que
Qf soit continue. D’une part, F contient les fonctions continues, d’autre
part, à l’aide du théorème de Lusin 7, on peut approcher toute fonction bo-
rélienne bornée par une suite de fonctions continues uniformément bornées
qui converge presque partout. Une application du théorème de convergence
dominée nous assure que F contient toutes les fonctions borélienne bornées,
ce qui achève la preuve. �

Le lemme de Riesz 7.0.1 nous assure qu’il existe un unique opérateur
S ∈ B(H) tel que

〈S(x), x〉 = Qf (x),
bien sûr, on pose S = f(T ). De plus on remarque f(T ) est auto-adjoint dés
que f est réel, puisque dans ce cas Qf ∈ IR et donc Lf est bine une forme
sesquilinéaire.
Proposition 9.8.2 Soient f, g deux fonctions boréliennes bornées et T ∈
B(H) auto-adjoint, alors

(fg)(T ) = f(T )g(T ).
Preuve :

Soit F l’ensemble des fonctions boréliennes bornées sur σ(T ) telles que
(fg)(T ) = f(T )g(T ) pour tout g ∈ C0(σ(T )). D’une part, F contient les
fonction continue, d’autre part, comme on l’a vu plus haut, Qf est continue,
par rapport à f , pour la convergence ponctuelle des suites de fonctions uni-
formément bornées, donc il en est de même, par polarisation, de la forme
sesquilinéaire Lf à laquelle elle est associée. En particulier, si (fn) ∈ F ,
fn → f et ‖fn‖∞ < +∞, alors
〈x, (fg)(T )(x)〉 = lim

n→+∞
〈x, (fng)(T )(x)〉

= lim
n→+∞

〈x, fn(T )g(T )(x)〉

= lim
n→+∞

Lfn(x, g(T )(x))

= Lf (x, g(T )(x)) = 〈x, f(T )g(T )(x)〉 pour tout x ∈ H.

7. On peut appliquer Lusin, car la mesure est régulière par les théorème de régularité
2.5.1 et 2.5.2.
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Ce qui prouve que F est fermé pour la convergence ponctuelle de suite de
fonctions uniformément bornée. En appliquant le théorème de Lusin comme
dans la preuve de la proposition précédente, on conclut que F contient toutes
les fonctions boréliennes bornées. Enfin en considérant, F ′ l’ensemble des
fonctions boréliennes bornées sur σ(T ) telles que (fg)(T ) = f(T )g(T ) pour
tout g fonction borélienne bornée sur σ(T ). Alors d’après ce qui précède F ′
contient C0(σ(T )) et est fermé pour la convergence ponctuelle des suite sde
fonctions uniformément bornées. On conclut comme précédemment que F ′
contient toutes les fonctions boréliennes bornées, ce qui achève la preuve. �

Nous somme en mesure de définir une mesure spectrale à valeurs dans les
projections.

Théorème 9.8.4 Soit T ∈ B(H) auto-adjoint, pour tout borélien E de σ(T ),
on pose

µT (E) = 1E(T ).
Alors µT vérifie
i) µT (E) est une projection orthogonale,
ii) µT (∅) = 0 et µT (σ(T )) = Id,
iii) Si les (En) sont des boréliens disjoints alors pour tout x ∈ H, on a

µT
( ∞⋃
n=1

En

)
x =

∞∑
n=1

µT (En)x,

iv) Pour tous boréliens E1 et E2, µT (E1 ∩ E2) = µT (E1) ◦ µT (E2).
v) Enfin,

T =
∫

IR
λ dµT (λ).

Preuve :
Comme 1E est réel et vérifie 1E1E = 1E, on vérifie sans peine que µT (E)
est une projection orthogonale. Le ii) est évident et iii) et iv) sont des consé-
quences de la proposition précédente. Pour le v) on remarque

〈x, T (x)〉 =
∫
σ(T )

λ dµTx =
∫
σ(T )

λ 〈x, dµTx〉,

et on conclut en utilisant la linéarité de l’intégrale de bochner. �
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Corollaire 9.8.1 λ ∈ σ(T ) si et seulement si 1V (T ) 6= 0 pour tout voisinage
de λ.

preuve :
Supposons qu’il existe ε > 0 tel que 1]λ − ε, λ + ε[(T ) = 0 ; On pose Vε =
]λ− ε, λ+ ε[ et gε(t) = 1

t−λ si t 6∈ Vε et 0 sinon. On a alors

(T − λId)gε(T ) =
∫
σ(T )\Vε

1 dµT =
∫
σ(T )

1 dµT = Id,

de même pour (T − λId)gε(T ). La réciproque est immédiate. �

Exercise 9.8.1 Soit S, T ∈ B(H), si S et T commutent et T est auto-adjoint
alors montrer que S commute avec f(T ) pour toute fonction borélienne bor-
née.

Exercise 9.8.2 [lemme de Schur] Soit T ∈ B(H) auto-adjoint, on peut aussi
associer à T des espaces spectraux, VE = µT (E)(H).

1. Montrer que VE est invariant par T .

On dit qu’un sous-ensemble A ⊂ B(H) est irréductible si il est stable
par adjoint et que ces seuls sous-espaces invariants sont {0} et H.

2. Montrer que si T commute avec un ensemble irréductible alors T ∈ CId.
Indication : Utiliser le corollaire 9.8.1.

Exercise 9.8.3 Montrer que si T ∈ B(H) auto-adjoint et f ∈ S(IR), on a

f(T ) =
∫

IR
f̂(y)e2πiyT dy.

Indication : Utiliser les propriétés de l’intégrale de Bochner.

On va donner une second version du théorème 81 où l’on "concaténe" les
L2(σ(T ), µn), mais avant on besoin du lemme suivant

Lemme 9.8.2 Soit H un espace Hilbert séparable et T ∈ B(H) auto-adjoint
et µT la mesure spectrale définie plus haut. Il existe µ une mesure positive sur
σ(T ) telle que pour tout borélien E ⊂ σ(T ) on a µT (E) = 0 si et seulement
si µ(E) = 0.
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Preuve :

Soit (en) une base hilbertienne et µn la mesure spectrale associée à en, on
a en particulier µn(E) = 〈en, µT (E)(en)〉 . On pose

µ =
∞∑
n=1

1
n2µn.

Soit E un borélien de σ(T ) tel que µT (E) = 0 alors µn(E) = 0 pour tout n
et µ(E) = 0. Réciproquement si µ(E) = 0, alors alors µn(E) = 0 pour tout
n, en particulier

〈en, µT (E)en〉 = 〈µT (E)(en), µT (E)(en)〉 pour tout n,

et donc µT (E)en = 0 pour tout n, donc µT (E) = 0, ce qui achève la preuve. �

Théorème 9.8.5 Soient H un espace de Hilbert séparable et T ∈ B(H)
auto-adjoint. Alors il existe un espace mesuré (X,µ) fini et une application
unitaire

U : H → L2(X,µ),
et une fonction borélienne bornée g de (X,µ), telles que

UTU−1(f) = Mg(f).

Preuve :
On prend Hn une décomposition de H en sous-espace cyclique. On choisit
xn ∈ Hn un vecteur cyclique et on note µn sa mesure spectrale et on l’étend
par 0 en dehors de σ(T|Hn). Enfin on prend la mesure µ donnée par le lemme
précédent. Alors µn ne charge aucun ensemble de mesure nulle pour µ donc
d’après le théorème de Radon-Nykodim, il existe une fonction mesurable
positive hn telle que µn = hnµ. Alors

Un : L2(σ(T|Hn), µn) → L2(σ(T|Hn), µ)
f 7→

√
hnf

définie une suite d’applications unitaires. On pose X l’union disjointe des
σ(T|Hn) alors L2(X,µ) est égale à la somme direct orthogonale des L2(σ(T|Hn), µ|σ(T|Hn )).
Si on définit U comme la concaténation des Un et g comme égale à λ 7→ λ
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sur chaque σ(T|Hn) on a le résultat cherché. �

Afin de conclure ce paragraphe, on donne une version du théorème spec-
tral pour les opérateurs normaux. Comme on l’a déjà remarqué, tout opéra-
teur peut se décomposer sous la forme

T = A+ iB,

où A et B sont auto-adjoints. De plus comme T est normal, un simple calcul
montre que A et B commutent. Alors la C∗-algèbre engendrée par A et B
est commutative et on peut appliquer Gelfand-Naimark et on obtient un
calcul fonctionnelle continue sur cette algèbre et donc une mesure spectral.
On peut alors appliquer le théorème précédent pour obtenir un théorème
spectrale pour les opérateurs normaux.

Théorème 9.8.6 Soit H un espace de Hilbert séparable et T ∈ B(H) un
opérateur normal. Alors il existe un espace mesure de masse finie(X,µ), une
fonction mesurable bornée f : X → C et une isométrie U : H → L2(X,µ)
tels que UTU−1 = Mf .

Le théorème de Peter-Weyl

On a vu à la section 9.5.1 que SO(3) admet une représentation unitaire
dans L2(S2) qui se décompose en sous-représentations irréductibles de di-
mension finie deux à deux orthogonales. Le théorème de Peter-Weyl vient
généraliser ceci à tout groupe compact.

Soit G un groupe compact muni de sa mesure de Haar µ, comme on l’a
vu à la section 4.1.3, l’application

π : G → GLc (L2(G))
g 7→ Lg

est une représentation unitaire de G. Nous allons décomposer H = L2(G) en
sous-espace invariant à l’aide du théorème spectrale.

Un outil fondamentale dans l’étude des représentation est le lemme Schur
dont voici une des nombreuse versions.

Lemme 9.8.3 (Lemme de Schur) Soient πV : G → U(V ) et πW : G →
U(W ) deux représentations unitaires irréductibles. Si T : V → W est équi-
variante, c’est-à-dire telle que T ◦ πV (g) = πW (g) ◦ T pour tout g ∈ G, alors
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T est soit nulle soit un multiple d’une isométrie. Plus particulièrement, si
V = W alors T ∈ CId.

Preuve :

Soit T ∗ l’adjoint de T , alors on a aussi T ∗ ◦ πW (g) = πV (g) ◦ T ∗ pour
tout g ∈ G. Comme T ∗T est un opérateur auto-adjoint sur V , on peut lui
appliquer le théorème spectral et plus particulièrement l’exercice 9.8.2. Mais
comme la représentation est irréductible ses seuls sous-espaces invariants sont
V et {0}, donc T ∗T ∈ CId. De même pour TT ∗, donc T est bien le multiple
d’une isométrie. �

Si G est abélien, alors en posant T = π(x) on voit que π(x) = λ(x)Id
et que λ ∈ Ĝ. Donc toute représentation irréductible unitaire d’un groupe
abélien est de dimension 1. De plus il y a une correspondances entre les ca-
ractères et les représentations irréductibles. Comme nous allons le voir dans
le cas non-abélien le rôle des caractères est joué par les représentations irré-
ductibles unitaires de dimension finie. Notons Ĝ les classes d’équivalence de
ces représentations, on l’appelle le dual unitaire. On choisit une énumération
de Ĝ par des indices notés ξ et les élément de Ĝ sont notés ρξ : G→ U(Vξ).

En appliquant le lemme de Schur à la projection orthogonal π : W → V
entre deux sous-espaces de H, on obtient le corolaire suivant.

Corollaire 9.8.2 Soient πV : G → U(V ) et πW : G → U(W ) deux sous-
représentations irréductibles d’une représentation π : G → U(H). Alors soit
πV et πW sont équivalentes ou V et W sont orthogonaux.

Une autre conséquence du lemme de Schur, est donnée par le corollaire
suivant

Corollaire 9.8.3 Soit πV : G → U(V ) une représentation irréductible uni-
taire de dimension finie, alors pour tout T ∈ End(V ) on a

Tr(T )
dim(V )Id =

∫
G
πV (g)TπV (g)∗ dµ(g).

Soit ρξ : G→ U(Vξ) un élément de Ĝ, on définie Hξ le sous-espace de H
engendré par les fξ,v,w(g) = 〈v, ρξ(g)(w)〉Vξ où v, w ∈ Vξ. C’est clairement un
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sous-espace invariant de L2(G). On a alors la conséquence suivante du lemme
de Schur.

Proposition 9.8.3 Toute sous-représentation irréductible π : G→ U(V ) de
π : G→ U(H) qui est isomorphe à un ρξ est une sous représentation de Hξ.
De plus Hξ est isomorphe à ⊕dim(Vξ)Vξ. En particulier dim(Hξ) = (dim(Vξ))2.

Preuve :
Soit une sous-représentation irréductible πV : G → U(V ) de π : G → U(H)
qui est isomorphe à un ρξ. Il existe alors une application équivariante T :
Vξ → V . Soit v ∈ Vξ et K ∈ L2(G), alors on a

(T (v) ∗K)(g) =
∫
G
T (v)(h)K(h−1g) dµ(h)

=
∫
G
Lg−1T (v)(h)K(h−1) dµ(h)

= 〈Lg−1T (v), K̃〉
= 〈T (ρξ(g−1)(v)), K̃〉
= 〈ρξ(g−1)(v), T ∗(K̃)〉
= 〈v, ρξ(g)(T ∗(K̃))〉,

où K̃(h) = K(h−1). Donc T (v)∗K ∈ Hξ pour toutK ∈ L2(G). A l’aide d’une
approximation de l’unité on a T (v) ∈ Hξ et donc V ⊂ Hξ, ce qui prouve la
première assertion.

D’autre part, soit (ei)ni=1 une base hilbertienne de Vξ alors

Hξ = ⊕ni=1Hi

avec Hi = V ect{fξ,v,ei | v ∈ Vξ}, ce qui prouve la deuxième assertion. �

Comme deux représentations non-isomorphes sont orthogonales, d’après
le corollaire 9.8.2, alors ⊕ξ∈ĜHξ est un sous espace invariant qui contient
toute les sous-représentations irréductibles de dimension finie. Reste à mon-
trer qu’il s’agit de L2(G), ce que nous donne la proposition suivante.

Proposition 9.8.4 L2(G) = ⊕ξ∈ĜHξ



9.8. THÉORÈME DE DÉCOMPOSITION SPECTRALE 131

Preuve :
Si ce n’est pas le cas alors il existe f 6≡ 0 orthogonal à chaque Hξ, en particu-
lier il sera dans l’orthogonal de toute sous-représentation finie de G :→ U(H).

Soit alors K ∈ L2(G) telle que K(g−1) = K(g). Comme le noyau est
symétrique et G est compact, alors l’opérateur de convolution

T : L2(G) → L2(G)
f 7→ f ∗K

est un opérateur auto-adjoint compact. D’après le théorème spectrale l’or-
thogonal du noyau de cet opérateur se décompose en sous-espace propre de
dimension finie. Comme T est équivariante, par invariance de la mesure de
Haar, chaque sous espace propre est est une représentation de dimension fi-
nie, f est donc orthogonal à chaque sous-espace propre et donc dans le noyau
de T . D’ou f ∗ K ≡ 0 pour tout noyau symétrique, à l’aide d’une approxi-
mation de l’unité, on conclut que f ≡ 0, ce qui donne une contradiction et
prouve la proposition. �

Théorème 9.8.7 (Théorème de Peter-Weyl) La représentation

π : G → GLc (L2(G))
g 7→ Lg

,

est isomorphe à une somme direct de représentation irréductible de di-
mension finie. En fait

π =
⊕
ξ∈Ĝ

ρξ.

Preuve du théorème :
Il s’agit d’une conséquence des propositions 9.8.3 et 9.8.4. �

Le théorème de Peter Weyl est la première étape dans l’analyse de Fourrier
sur les groupes non-abélien, voir [Tao] ou encore [DS09] chapitre 7 et 8, pour
plus de détails.

Le théorème min-max
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Chapitre 10

Opérateurs non-bornés

Soit H = L2(IR3,C) des opérateurs comme

(x̂if)(x) = xif(x) pour tout x ∈ IR3,

(p̂if)(x) = i
∂f

∂xi
(x) pour tout x ∈ IR3,

jouent un rôle fondamental en physique quantique, mais on ne peut les définir
que sur des sous-espace de L2(IR3,C) comme C∞c (IR3,C). De plus il ne sont
pas continues sur ces sous-espaces, donc il n’y a aucune chance de pourvoir
les prolonger à l’espace tout entier. On est donc contraint d’étudier ces opé-
rateurs sur leur domaine de définition. Le but de ce chapitre est de donner
une version du théorème spectral pour de tels opérateurs.

10.1 Définitions et généralités
Définition 10.1.1 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur non-borné est
la donné d’une paire (D,T ) où D est un sous-espace de H et T un opérateur
linéaire de D dans H.

On notera souvent T pour (D,T ) et le domaine d’un opérateur T fixé
sera noté D(T ).

Définition 10.1.2 On dit que T est une extension de S et on le note S ⊂ T
si D(S) ⊂ D(T ) et T = S sur D(S).

133
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Exercise 10.1.1 Soit (X,µ) un espace mesuré et g : X → C une fonction
mesurable. On considère l’opérateur de multiplication par g sur L2(X,µ).
Quel est son domaine de définition ? Montrer qu’il est dense.

Définition 10.1.3 Un opérateur est dit fermé si son graphe est fermé. On
dit qu’un opérateur est fermable s’il admet une extension fermée.

Exercise 10.1.2 Montrer que tout opérateur fermable admet une (unique)
plus petite extension fermée, on la notera T .

Exercise 10.1.3 Montrer que la fermeture de
(
i d
dx
, C∞c (IR)

)
dans L2(IR) est(

i d
dx
, H1(IR)

)
( ici la dérivée est au sens des distribution).

Exercise 10.1.4 Soit L2(IR) on définit pour tout f ∈ L1 ∩ L2 l’opérateur
de Frourier

U(f)(ξ) =
∫

IR
f(x)e−i2πxt dt.

Montrer que si f ∈ D( d
dx

) = C∞c (IR) alors U(f) ∈ D(Mx) et que l’on a

d

dx
⊂ U−1M2iπxU.

Définition 10.1.4 Soit T un opérateur non-borné sur H un espace de Hil-
bert. Le domaine adjoint D(T )∗ est l’ensemble des vecteur x ∈ H tel que la
forme linéaire

lx : D(T ) → C
y 7→ 〈x, T (y)〉

soit continue. Un adjoint de T est un opérateur T ∗ défini sur D(T )∗ tel que

〈x, T (y)〉 = 〈T ∗(x), y〉 pour tout x ∈ D(T )∗ et y ∈ D(T ).

Exercise 10.1.5 Montrer qu’il existe toujours un adjoint et qu’il est unique
si D(T ) est dense dans H.

Exercise 10.1.6 Construire un opérateur non-borné de domaine dense dont
le domaine de l’adjoint est réduit à {0}.
Indication : On pourra commencer par construire un opérateur non fermable.



10.1. DÉFINITIONS ET GÉNÉRALITÉS 135

A la vu de ces eux exercices, on s’intéressera dans la suite essentiellement
aux opérateurs de domaine dense et fermables.

Proposition 10.1.1 Soit deux opérateurs non-bornés T et S sur H, on a
i) T ⊂ S ⇒ S∗ ⊂ T ∗,

de plus si D(T ) est dense,
ii) T ∗ est fermé,
iii) T est fermable si et seulement si D(T )∗ est dense et dans ce cas T = T ∗∗,
iv) si T est fermable alors T ∗ = T ∗.

Preuve :

En fait l’ensemble des proposition sont une conséquence du fait que le
graphe de T ∗ est l’orthogonal de {(T (x),−x) |x ∈ D(T )} dans H × H. En
effet soit (a, b) ∈ H ×H, on a alors

〈(a, b), (T (x),−x)〉 = 0 pour tout x ∈ D(T )
⇔〈a, T (x)〉 = 〈b, x〉 pour tout x ∈ D(T )
⇔x 7→ 〈a, T (x)〉 est continue sur D(T ) et coïncide avec x 7→ 〈b, x〉
⇔a ∈ D(T ∗) et b = T ∗(a).

La proposition est alors une conséquence des relations d’orthogonalité dans
un Hilbert. En effet le fait que E ⊂ F ⇒ F⊥ ⊂ E⊥ donne i).

Maintenant supposons que D(T ) est dense, alors T ∗ est bien défini.

Le fait que E⊥ soit toujours fermé assure que le graphe de T ∗ est fermé
et donc ii).

Supposons que T est fermable et soit v ∈ (D(T )∗)⊥ alors d’après le re-
marque ci-dessus (v, 0) ∈ {(T (x),−x) |x ∈ D(T )} mais comme T est un
opérateur ceci implique que v = 0 et donc D(T )∗ est dense.
Réciproquement si D(T )∗ est dense alors T ∗∗ est bien défini et son graphe
est clairement l’adhérence de celui de T puisque (E⊥)⊥ = E, ce qui prouve
iii).
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Enfin si T est fermable alors D(T )∗ est dense, donc on peut définir T ∗∗,
on peut également définir T ∗∗∗ puisque T ∗ est fermé donc D(T ∗)∗ est dense,
puis en appliquant ii) et iii) on a T ∗ = T

∗. �

Définition 10.1.5 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
de domaine dense dans H, on dit que T est symétrique si T ⊂ T ∗ et auto-
adjoint si T = T ∗

Exercice 10.1.1 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné.
On a
i) si T est symétrique alors T est fermable,
ii) si T est symétrique alors T ⊂ T ∗∗ ⊂ T ∗,
iii) si T est fermé et symétrique T = T ∗∗ ⊂ T ∗,
iv) si T est auto-adjoint T = T ∗∗ = T ∗.

Une remarque importante est que tout opérateur symétrique et défini sur
H est automatiquement continue, c’est le théorème de Hellinger-toeplitz, que
l’on peut obtenir ici comme une simple conséquence du graphe fermé.

Exercise 10.1.7 Montrer que Mx est auto-adjoint dans L2(IR).

Définition 10.1.6 Un opérateur est dit essentiellement auto-adjoint si il est
symétrique et si sa fermeture est auto-adjointe.

Exercice 10.1.2 Montrer que (i d
dx
, C∞c (IR)) est essentiellement auto-dajoint.

Indication : On pourra soit le montrer à "la main" ou utiliser la définition des
espace deSoboloev par l’analyse de Fourrier et simplement remarquer en raf-
finant l’exercice 10.1.4 que cet opérateur est unitairement équivalent à M2πx.

Dans ce qui suit on s’intéresse au opérateur auto-adjoint mais tout peut
se transposer au opérateur essentiellement auto-adjoint en passant à la fer-
meture.

Afin de mieux comprendre le comportement d’un opérateur symétrique
T , nous allons étudier sa résolvante (T − zId)−1, que l’on note R(z). On
remarque tout d’abord que si T est symétrique et fermé, alors pour tout
x ∈ D(T ) on a 〈x, T (x)〉 = 〈T (x), x〉 ∈ IR, en particulier

=(〈(T − zId)(x), x〉) = −=(z)‖x‖2,
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d’ou d’après Cauchy-Schwarz,

‖(T − zId)(x)‖ ≥ |=(z)|‖x‖. (10.1)

En particulier T −zId est injectif dés que =(z) 6= 0. De plus on remarque
si xn ∈ D(T ) est telle que (T−zId)(xn) est convergente , alors d’après (10.1),
xn est convergente. On en déduit que Im(T −zId) est fermé car T est fermé.
On peut alors définir R(z) sur Im(T − zId) et toujours grâce à (10.1) on
remarque que R(z) est borné et que ‖R(z)‖ ≤ 1

|=(z)| . Tout ceci nous amène
au théorème suivant qui caractérise le fait d’être auto-adjoint en fonction du
comportement de la résolvante.

Théorème 10.1.1 Soit H un espace de Hillbert et T un opérateur non-borné
symétrique, fermé et T ∗ son adjoint. Alors, si z ∈ C \ IR, on a

1. R(z) est défini sur H si et seulement si T ∗ − z∗Id est injectif,
2. si T est auto-adjoint alors R(z) est défini sur H,
3. et réciproquement si R(z) et R(z∗) sont définis sur H alors T est auto-

adjoint.

La preuve de ce théorème utilise l’exercice suivant

Exercise 10.1.8 Montrer que si T est symétrique, fermé et z ∈ C \ IR et
que R(z) et R(z∗) sont définis sur H alors R(z∗) = R(z)∗.

Preuve du théorème 10.1.1 :

En utilisant le fait que l’image de T − zId est fermée, on a

Im(T − zId) 6= H

⇔Im(T − zId) n’est pas dense
⇔ il existe y ∈ (Im(T − zId))⊥ \ {0},
⇔ il existe y 6= 0 tel que |〈y, T (x)〉| = |z|〈y, x〉| ≤ |z|‖x‖‖y‖ pour tout x ∈ D(T ),
⇔ y ∈ D(T )∗ \ {0} et 〈x, (T ∗ − z∗Id)(y)〉 = 〈(T − zId)(x), y〉 = 0 pour tout x ∈ D(T ),
⇔ y ∈ D(T )∗ \ {0} et (T ∗ − z∗Id)(y) = 0.

Dans la dernière équivalence on utilise le fait que D(T ) soit dense.
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Pour le ii) on remarque que si T est auto-adjoint alors, d’après (10.1),
T − z∗Id = (T − zId)∗ est injectif et donc d’après i) R(z) est défini sur H.

Enfin, si R(z) et R(z∗) sont définis sur H alors pour tout x ∈ D(T )

〈x,R(z∗)(T ∗ − z∗Id)(y)〉 = 〈x,R(z)∗(T ∗ − z∗Id)(y)〉 =
〈R(z)(x), (T ∗ − z∗Id)(y)〉 = 〈(T − zId)R(z)(x), (y)〉 = 〈x, y〉,

on alors R(z∗)(T ∗ − z∗Id)(y) = y pour tout y ∈ D(T )∗, or l’image de R(z∗)
est inclus dans D(T ), donc T est auto-adjoint.

�

Exercise 10.1.9 [Caractérisation des opérateurs essentiellement auto-adjoints]
Soit T un opérateur non-borné symétrique. Montrer que T est essentiellement
auto-adjoint si et seulement si Im(T + iId) et Im(T − iId) sont denses.

Définition 10.1.7 Soit T un opérateur non-borné fermé 1 de domaine dense,
le spectre de T ,noté σ(T ), est constitué des λ ∈ C tels que T −λId : D(T )→
H est inversible et d’inverse borné 2.

Exercise 10.1.10 [Identité de la résolvante] Soit z, w ∈ C\ IR tels que R(z)
et R(w) soient définis sur H alors

(z − w)R(z)R(w) = R(z)−R(w).

En particulier les résolvantes commutent.
Indication : Multiplier l’équation par (T − zId)(T − wId).

Théorème 10.1.2 (Caractérisation du spectre d’un opérateur auto-adjoint)
Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné auto-adjoint de H
alors λ ∈ σ(T ) si et seulement si il existe une suite xn ∈ D(T ) telle que

1. ‖xn‖ = 1,
2. limn→+∞ ‖(T − λ)(xn)‖ = 0.

1. On pourrait définir le spectre pour des opérateur simplement fermable, en remplaçant
T par T .

2. Cette condition est superflue par le graphe fermé.
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Preuve :
Supposons tout d’abord qu’une telle suite existe et que λ 6∈ σ(T ), on a alors

1 = ‖xn‖ = ‖R(λ)(T − λId)xn‖ ≤ ‖R(λ)‖ ‖(T − λId)xn‖,

ce qui aboutit à une contradiction.

Réciproquement, supposons qu’une telle suite n’existe pas. Alors il existe
C > 0 tel que

‖x‖ ≤ C‖(T − λId)(x)‖ pour tout x ∈ D(T ). (10.2)

En effet, sinon il existe xn ∈ D(T ) tel que

‖xn‖
‖(T − λId)(xn)‖ → ∞,

alors la suite xn
‖xn‖ donne la contradiction souhaitée. En particulier, T − λId

est injective, donc son adjoint qui n’est rien d’autre qu’elle même, car λ ∈ IR,
l’est aussi, donc, d’après le théorème 10.1.1 3, T − λId est surjective, ce qui
achève la preuve par contraposé. �

Exercise 10.1.11 Montrer que T (f) = i df
dx

de domaine C∞c ((0, 1)) est sy-
métrique mais n’est pas essentiellement auto-adjoint dans L2([0, 1]). Décrire
les extensions auto-adjointes de T dans T ∗.

10.2 Le calcul fonctionnel borélien
Nous allons définir le calcul fonctionnel à l’aide du théorème suivant que

l’on peut voir comme le pendant holomorphe du théorème de Riesz.

Théorème 10.2.1 (Théorème de représentation de Herglotz) Soit F :
H→ H une fonction holomorphe du demi-plan supérieur dans son adhérence
telle que

|F (z)| ≤ C

=(z) ,

3. Dans le théorème on suppose que z 6∈ IR mais ici on a déjà (10.2), donc le résultat
est valable.
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pour C > 0. Alors il existe une unique mesure de Radon positive finie µ sur
IR telle que

F (z) =
∫

IR

1
x− z

dµ(x).

De plus, on a −iyF (iy)→ µ(IR) quand y → +∞.

Preuve :

Soit Fε(x) = F (x + iε). On va montrer que Fε+t = Fε ∗ Pt où Pt est le
noyau de Poisson Pt(x) = t

π(t2+x2) . Pour cela on remarque que Fε+t − Fε ∗ Pt
est harmonique en (x, t) et vaut sur 0 sur IR × {0} puis en prenant le symé-
trique et en appliquant le théorème de Liouville à l’aide de nos hypothèses,
on conclut que Fε+t = Fε ∗ Pt.

Donc, en utilisant les propriétés de la convolution, on remarque que la
masse de la mesure ImFε(x)dx est indépendante de ε. En particulier, si on
regarde l’ensemble des mesures de Radon sur IR comme le dual de C0(IR)
à l’aide du théorème de Riesz, alors, à extraction près, µε = ImFε(x)dx
converge faiblement * vers une mesure de Radon finie µ.

On trouve alors la formule de représentation à l’aide de la formule de Cau-
chy et un contour bien adapté. L’unicité est une conséquence du théorème
de Stone-Weierstrass qui nous affirme l’algèbre engendrée par les t 7→ 1

t−z , où
z ∈ H est dense dans C0(K) pour tout compact K de IR.

Enfin, on remarque que

−iyF (iy) =
∫

IR

iy

t− iy
dµ,

et dans ce cas le théorème de convergence dominée permet de conclure. �

Soit T : D(T ) → H un opérateur auto-adjoint de domaine dense et
x ∈ H, on définit F : H→ H par

F (z) = 〈R(z)x, x〉.

On remarque tout d’abord que F est holomorphe. En effet, soit z ∈ H
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fixé et w ∈ H tel que |w − z| < Im(z), comme ‖R(z)‖ ≤ 1
=(z) , on a

R(w) = (T − wId)−1 = ((T − zId)− (w − z)Id)−1 = R(z)(Id− (w − z)R(z))−1

= R(z)
+∞∑
k=0

(R(z)(w − z))k =
+∞∑
k=0

(R(z))k+1(w − z)k,

donc F est C-analytique autour de chaque point de H donc holomorphe. De
plus, d’après (10.1), on a

|F (z)| ≤ ‖x‖
2

=(z) .

Exercise 10.2.1 En reprenant l’argument qui a servi à montrer que la ré-
sultante est holomorphe sur H, montrer qu’elle est analytique sur le complé-
mentaire du spectre et en déduire que le spectre d’un opérateur symétrique
et fermé est fermé.

Reste à montrer que =(F (z)) ≥ 0 pour appliquer le théorème de Herglotz.
Ceci repose sur le fait que comme T est auto-adjoint R(z)∗ = R(z∗) et la
formule de la résolvante. En effet, on a

=(F (z)) = 〈R(z)(x), x〉 − 〈x,R(z)(x)〉
2i = 〈R(z)(x), x〉 − 〈R(z∗)(x), x〉

2i

= 〈(R(z)−R(z∗))(x), x〉
2i = Im(z)〈R(z∗)(R(z)(x)), x〉 = Im(z)‖R(z)(x)‖2.

Il existe donc une mesure de Radon finie µTx telle que

〈R(z)x, x〉 =
∫

IR

1
t− z

dµTx (t).

On peut alors, pour tout f ∈ Bb(IR), l’ensemble des fonctions boréliennes
bornées, définir la forme quadratique suivante sur H

Qf : x 7→
∫

IR
f(t) dµTx (t).

Reste à montrer qu’elle est continue pour définir le calcul fonctionnel à
l’aide du lemme de Riesz. Pour cela il suffit dévaluer la masse de µTx , c’est-à-
dire la limite de iyF (iy) lorsque y → +∞. On va supposer que x ∈ Im(R(i))
dans un premier temps, alors il existe x′ ∈ H tel que

−iyF (iy) = −iy〈R(iy)R(i)x′, R(i)x′〉 = −iy〈R(iy)−R(i)
(y − 1)i x′, R(i)x′〉,
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ce qui donne
lim

y→+∞
−iyF (iy) = ‖x‖2.

Dés lors, la densité du domaine de T achève la preuve de la continuité de Qf .

Enfin en appliquant le lemme de Riesz, on trouve que pour tout f ∈
Bb(IR), il existe f(T ) tel que

〈f(T )x, x〉 = Qf (x).

On a alors le théorème suivant

Théorème 10.2.2 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint de domaine dense. Alors l’application

ΦT : Bb(IR) → B(H)
f 7→ f(T )

vérifie
i) ΦT est un ∗-morphisme,
ii) pour tout f ∈ Bb(IR) on a ‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞,
iii) si f ≥ 0 alors f(T ) ≥ 0,
iv) pour tout borelien borné E, 1E(T )(H) ⊂ D(T ) et 1E(T )T = T1E(T ),
v) D(T ) = {x ∈ H |

∫
|t|2dµx(t) < +∞}, en particulier pour tout f ∈

Bb(IR) on a f(T )(D(T )) ⊂ D(T ).
vi) pour tout f, g ∈ Bb(IR) telle que g(x) = xf(x) on a g(T ) = f(T )T sur

D(T ) et g(T ) = Tf(T ) sur H,

Preuve :

i)Tout d’abord on vérifie que f(T ) est borné par définition puisque le
lemme de Riez produit un opérateur borné. D’autre part, l’application est
clairement linéaire et pour tout x ∈ H on a

〈f̄(T )(x), x〉 =
∫

IR
f̄ dµTx =

∫
IR
f dµTx = 〈f(T )(x), x〉 = 〈f(T )∗(x), x〉,

d’ou f̄(T ) = f(T )∗. Reste à prouver la multiplicativité, pour cela notons µTx,y
la mesure obtenue par polarisation de µTx , on a alors

〈f(T )x, y〉 =
∫

IR
f(t) dµTx,y(t),
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De plus c’est l’unique mesure telle que pour tout z ∈ H, on ait

〈R(z)x, y〉 =
∫

IR

1
t− z

dµTx,y(t). (10.3)

Il suffit donc de démontrer que

f(t)dµTx,y(t) = dµTf(T )x,y(t). (10.4)

Or, on a, pour tout z ∈ H,∫
IR

1
t− z

dµf(T )x,y = 〈R(z)f(T )(x), y〉 = 〈x, f(T )∗R(z∗)(y)〉

= 〈f̄(T )R(z∗)(y), x〉 =
∫

IR
f(t)dµR(z∗)(y),x.

(10.5)

Donc notre problème se ramène à démontrer que

dµR(z∗)(y),x = dµx,R(z∗)(y) = dµR(z)(x),y = 1
t− z

dµx,y. (10.6)

Plus généralement, en appliquant l’identité de la résolvante, on a, pour w ∈
C \ IR fixé et tout z ∈ H \ {w},
∫

IR

1
t− z

dµR(w)(x),y(t) = 〈R(z)R(w)(x), y〉 = 〈R(z)−R(w)
z − w

(x), y〉

=
∫

IR

1
t− z

1
t− w

dµx,y(t).
(10.7)

Ce qui prouve le résultat souhaité, par unicité de la mesure polarisée.

ii) est simplement une conséquence du fait que |µx| = ‖x‖2 et du fait que
‖TT ∗‖ = ‖T‖ pour un opérateur continue.

iii) est immédiat.

iv) Soit z ∈ H on pose SE(z) = ((t− z)1E)(T ), on montre à laide de 10.4
que

1E(T )(x) = R(z)SE(z)(x) pour tout x ∈ H, (10.8)
ce qui prouve la première partie. Puis on remarque que la second partie est
équivalente à
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R(z)1E(T ) = 1E(T )R(z),
que l’on peut prouver simplement à l’aide de (10.4), (10.3) et (10.6).

v) Tout d’abord on va montrer que si x ∈ H et y ∈ D(T ) alors

dµT (x),y(t) = tdµx,y(t). (10.9)

Pour cela on considère un borélien E borné, d’après (10.8) et iv), on a

1E(T )T = T1E(T ) = (t1E)(T ).
Soit alors x∈ H et y ∈ D(T ) alors∫

E
tdµx,y = 〈(t1E)(T )(x), y〉 = 〈1E(T )T (x), y〉 =

∫
E
dµT (x),y.

Ceci étant vrai quelque soit E, on l’égalité cherchée.

Soit alors x ∈ D , et E = [−R,R], on a

‖T (x)‖2 ≥ ‖1E(T )T (x)‖2 =
∫
E
t2dµTx (t),

On a donc D(T ) ⊂ {x ∈ H |
∫
|t|2dµx(t) < +∞}. Réciproquement si x ∈

{x ∈ H |
∫
|t|2dµx(t) < +∞} et n > 0 on a, d’après (10.8),

1[−n,n](T )(x) = R(z)S[−n,n](z)(x),

où SE(z) = ((t− z)1E)(T ). On vérifie que par hypothèse S[−n,n](z)(x) est de
Cauchy et donc converge, on obtient le résultat par passage à la limite.

vi) est une simple conséquence de (10.9). �

10.3 Théorème spectral

10.3.1 Première version
Muni d’un calcul fonctionnelle borélien on peut définir une mesure spec-

trale. Toutefois, à ce stade, le calcul borélien est défini pour des fonctions
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boréliennes de IR. Mais comme on sait que le spectre est fermé on peut pro-
longer toute fonction borélienne du spectre par 0 sur le complémentaire, la
fonction ainsi obtenue est toujours une fonction borélienne bornée. Par contre
il faut vérifier que les identités obtenues précédemment restent vraies, autre-
ment dit que le support des mesures spectrales construites précédemment est
bien inclus dans le spectre.

Exercise 10.3.1 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint. Montrer que ∪x∈D(T )suppµ

T
x ⊂ σ(T ).

Théorème 10.3.1 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint. On définit pour tout borélien E de σ(T ) la mesure spectrale

µT (E) = 1E(T ).
Alors
i) µT (E) est une projection orthogonale,
ii) Si les (En) sont des boréliens disjoints alors pour tout x ∈ H, on a

µT
( ∞⋃
n=1

En

)
x =

∞∑
n=1

µT (En)x,

iii) µT (∅) = 0 et µT (σ(T )) = Id.

Soit Dc l’union des images des µT (1[−N,N ]) où N ∈ N.
iv) Dc est dense dans H et T (Dc) ⊂ Dc.

Preuve :

i), ii) et iii) se montrent exactement de la même manière que dans le cas
borné.

iv) Soit x ∈ H alors, d’après ii), x = lim
n

1[−n,n](T )(x), ce qui prouve la
densité. Soit x ∈ Dc alors il existe n ∈ N et y ∈ H tel que x = µT (1[−n,n])(y)
alors

T (x) = T (µT (1[−n,n])(y)) = µT (1[−n,n])(T (y)) ∈ Dc

d’après iv) du théorème 10.2.2.

�
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Exercise 10.3.2 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint . Montrer que Ker(T − λId) = µT (1{λ})(H).

Le spectre n’étant pas borné, a priori on ne peut pas intégrer la fonction
identité contre la mesure spectrale pour retrouver l’opérateur. Pour cela on
va étendre le calcul borélien à Bloc(σ(T )) l’ensemble des fonctions boréliennes
bornées sur tout borélien borné. On pose pour tout f ∈ Bloc(σ(T ))

f(T ) : Dc(T ) → Dc(T )
x 7→ lim

N→+∞
(f1[−N,N ])(T )(x)

On remarque, à l’aide du théorème de convergence dominée, que si f est
bornée alors cette définitions est compatible avec la précédente sur Dc. On a
le théorème suivant

Théorème 10.3.2 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint de domaine dense. Alors l’application

ΦT : Bloc(IR) → L(Dc)
f 7→ f(T )

vérifie est un ∗-morphisme vérifiant T = ΦT (t 7→ t).

Preuve :

Montrons tout d’abord que la définition est cohérente avec le calcul fonc-
tionnel borné. Soit f une fonction borélienne bornée et x, y ∈ Dc alors

〈f(T )x, y〉 = lim
N→+∞

〈(1[−N,N ]f)(T )x, y〉

= lim
N→+∞

∫ N

−N
f(t) dµTx,y =

∫ +∞

−∞
f(t) dµTx,y = 〈f(T )x, y〉,

le passage à la limite est justifié par le théorème de convergence dominée puis
que tous les µTx,y sont de mesure finie.

D’autre part, Soit f une fonction borélienne localement bornée pour x, y ∈
Dc on a

〈f(T )x, y〉 = lim
N→+∞

〈(1[−N,N ]f)(T )x, y〉

= lim
N→+∞

〈(1[−N,N ]f)(T )∗x, y〉

= lim
N→+∞

〈x, (1[−N,N ]f)(T )y〉 = 〈x, f(T )y〉,
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donc ΦT est compatible avec l’adjoint. Soit f, g deux fonction borélienne
localement bornées et x ∈ Dc, on a

(fg)(T )(x) = lim
N→+∞

(fg1[−N,N ])(T )(x)

= lim
N→+∞

((f1[−N,N ])(g1[−N,N ]))(T )(x)

= lim
N→+∞

((f1[−N,N ])(T )(g1[−N,N ]))(T )(x)

f(T )(g(T )(x)),

on peux bien passer à la limite car la suite est constante à partir d’un certain
rang. Ce qui prouve que ΦT est un ∗-morphisme.

Enfin

ΦT (t 7→ t)(x) = lim
N→+∞

(t1[−N,N ])(T )(x) = lim
N→+∞

(1[−N,N ](T ))(T (x)) = T (x),

ici on a utilisé le fait que T (x) ∈ Dc pour passer à la limite. �

Exercise 10.3.3 Donner un sens à la formule

T =
∫
σ(T )

λ dµT (λ).

Exercise 10.3.4 A l’aide de la mesure spectral démontrer qu’il existe une
mesure µ sur IR telle que T est équivalent à la f 7→ gf de {f ∈ L2(IR, µ) | gf ∈
L2(IR, µ)} dans L2(IR, µ), c’est-à-dire le théorème 10.3.3.

Exercise 10.3.5 Montrer qu’un opérateur T auto-adjoint est borné si et
seulement si son spectre est borné.

10.3.2 Deuxième version
On conclut ce chapitre en donnant une deuxième approche du théorème

spectral qui s’appuie sur le théorème spectrale pour les opérateurs normaux
bornés. Ici la mesure spectrale est construite a posteriori.

On démontre déjà un résultat préliminaire sur la résolvante d’un opéra-
teur auto-adjoint.
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Proposition 10.3.1 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-
borné auto-adjoint. On a
i) (T + i)−1 et (T − i)−1 commutent,
ii) (T − i)−1 est l’adjoint de (T + i)−1 et réciproquement.

Preuve :

i) C’est une conséquence immédiate de la formule de la résolvante.

ii)C’est une simple conséquence de l’exercice 10.1.8. �

On vient donc de démontrer que R(i) est un opérateur normal. D’après le
théorème 9.8.6, il existe un espace mesuré fini (X,µ), une application unitaire
U : H → L2(X,µ) et g ∈ B(X,µ) bornée tels que

UR(i)U−1 = Mg

On remarque que {x | g(x) = 0} est µ-négligeable car R(i) est injective. On
peut donc définir f ∈ B(X,µ) par

f = 1
g

+ i.

Ce qui nous donne l’opérateur (non-borné )Mh de domaine {f ∈ L2(X,µ) | gf ∈
L2(X,µ)}, tel que

U−1TU = Mf .

On a alors le théorème suivant.

Théorème 10.3.3 (Théorème spectral) Soit H un espace de Hilbert et T
un opérateur non-borné auto-adjoint de H. Alors il existe un espace mesuré
fini (X,µ), une fonction mesurable f : X → IR et une isométrie U : H →
L2(X,µ) tels que UTU−1 = Mf .

Exercice 10.3.1 Ecrire les détails de la preuve du théorème 10.3.3.

Exercice 10.3.2 Définir un calcul fonctionnelle borélien à l’aide du théo-
rème 10.3.3 de manière à retrouver le théorème 10.2.2 .
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10.4 Un exemple : l’équation de Schrödinger
1D

10.4.1 L’opérateur − d2

dx2

Théorème 10.4.1 L’opérateur − d2

dx2 avec le domaine H2(IR) est un opéra-
teur auto-adjoint de L2(IR).

Preuve :
En fait on peut ramener l’étude de cet opérateur à celle de i d

dx
. Or d’après

l’exercice 10.1.2 on sait que cet opérateur avec le domaine H1(IR) est auto-
adjoint. On a le résultat en passant au carré. �

Théorème 10.4.2 L’opérateur − d2

dx2 avec le domaine H2(IR) a pour spectre
[0,∞[ et n’a pas de valeur propre.

Preuve :
On montre facilement en résolvant l’équation −f ′′ = λf que cet opérateur
n’a pas de valeur propre. D’autre part comme il est de la forme TT ∗, il est
clair qu’il est positif et que son spectre est inclus dans [0,∞[. Maintenant
on va utiliser le théorème 10.1.2 pour montrer que le spectre est exactement
[0,+∞[. Il faut donc construire pour tout λ une suite de fonction fn telle que
‖fn‖2 = 1 et tel que ‖f ′′n + λfn‖ → 0. On vérifie facilement que

fn(x) =
√

2
πn

e−
−x2
n2 +i

√
λx,

convient. �

10.4.2 L’opérateur − d2

dx2 + q

Soit q une fonction définiesur IR, on pose D(Q) = {f ∈ L2(IR) | qf ∈
L2(IR)}, on définit l’opérateur

Q : D(Q) → L2(IR)
f 7→ qf
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Exercice 10.4.1 L’opérateur Q de domaine D(Q) est auto-adjoint.

Théorème 10.4.3 Si q ∈ L2(IR) alors H2(IR) ⊂ D(Q) et le spectre essen-
tielle de − d2

dx2 + q est [0,∞[.

Preuve :
On remarque que d’après les injection de Sobolev on H2(IR) ⊂ L∞(IR) d’ou
l’inclusion des domaine. D’autre part Rellich-Kondrakov nous assure que l’on
peut extraire de toute suite bornée dans H2(IR) une suite qui converge dans
L∞(IR), d’où la compacité de Q, le spectre essentiel est donc égal au spectre
de − d2

dx2 , c’est à dire [0,∞). �

Exercise 10.4.1 Soit V : IR → IR dans L∞loc telle que lim
|x|→+∞

V (x) = +∞,
Montrer que ∆+V est essentiellement auto-adjoint et son spectre est discret.
En particulier il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres
de ∆ +H.

10.5 Application au flot d’opérateur
On peut alors comme pour les opérateurs bornés définir une mesure spec-

trale à valeurs dans les projections orthogonales en posant

µT (E) = 1E(T ).

Mais on peut aussi définir l’exponentiation eiT pour un opérateur non-borné
auto-adjoint alors que la méthode standard en passant par les séries ne peut
avoir de sens étant donné qu’on ne peut même pas définir la norme de l’opé-
rateur. Si on suppose de plus que T est positif, on peut également définir
e−tT et eit

√
T pour t. Les paragraphes suivants proposent une études de ces

opérateurs.

10.5.1 Equation de la chaleur
Théorème 10.5.1 Soit T un opérateur auto-adjoint positif alors pour tout
t ≥ 0 on pose C(t) = e−tT . On a alors
i) C(t) est un opérateur borné auto-adjoint de norme au plus 1,
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ii) C(0) = Id et C(t+ s) = C(t)C(s) pour tout t, s ≥ 0,
iii) t 7→ C(t) est continue pour la norme d’opérateur,

iv) Pour tout x ∈ D(T ) on a lim
t→0

C(t)x− x
t

= −T (x).

Preuve :

i) est une simple conséquence du faite que le spectre de T est dans IR+

et que la norme sup de l’exponentielle vaut 1 sur IR+.

ii) est une conséquence du fait le calcul fonctionnelle soit un morphisme
d’algèbre.

iii) Il suffit de démontrer la continuité en 0 d’après la propriété de semi
groupe. Or c’est une conséquence du théorème de convergence dominé.

iv) Soit x ∈ D(T ) et y ∈ D(T ), on a〈
y,
C(t)x− x

t

〉
=
∫

IR+

e−tλ − 1
t

dµy,x(λ).

C’est donc également une conséquence du théorème de convergence do-
miné mais il faut utiliser le v) du théorème 10.2.2 pour s’assurer la condition
de domination. �

On va maintenant établir la réciproque.

Théorème 10.5.2 Soit H un espace de Hilbert et t 7→ C(t) une famille
d’opérateur vérifiant i)-iii) du théorème précédent. Alors il existe un unique
opérateur auto-adjoint et positif T tel que C(t) = e−tT .

Preuve :

L’unicité est une conséquence du iv) du théorème précédent.

En s’inspirant de l’identité

1
1 + x

=
∫

IR+
e−txe−t dt,
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on pose
R =

∫
IR+

C(t)e−t dt.

Alors on vérifie que R est un opérateur borné, positif, auto-adjoint de norme
au plus 1 qui commute avec tous les C(t). On remarque facilement que R
est injectif, et donc puisqu’il est auto-adjoint, son image est nécessairement
dense. Alors T = R−1 − Id définit un opérateur non-borné auto-adjoint qui
commute avec les C(t). Soit x ∈ D(T ) = ImR, x = R(y), on a alors

〈T (x), x〉 = 〈y,R(y)〉 − 〈R(y), R(y)〉 = 〈R(y)−R2(y), y〉.

Comme le spectre de R est inclus dans [0, 1], R(Id− R) = (t(1− t))(R) est
positif puisque la fonction t(1−t) est positive sur le spectre de R. Finalement
T est bien positif. On peut donc définir D(t) = e−tT .

Enfin, pour tout x ∈ H, on a

d

dt
C(t)R(x) = d

dt

(∫ ∞
0

C(t+ s)e−s ds
)

(x) = d

dt

(
et
∫ ∞
t

C(s)e−s ds
)

(x)

= (C(t)R− C(t))(x) = −TC(t)R(x).

Donc D et C vérifient les même équations sur D(T ), on conclut que
D = C surD(T ) en calculant simplement d

dt
‖C(t)x−D(t)x‖2, puis on conclut

que C = D par continuité et densité de D(T ). �

Le théorème précédent nous fournit un critère, très utile en pratique, pour
savoir quand un opérateur est auto-adjoint.

Théorème 10.5.3 Soit T un opérateur symétrique positif et défini. Si l’équa-
tion {

du
dt

= −Tu sur IR+

u(0) = x
,

admet une solution C1 à valeurs dans D(T ) pour tout x ∈ D(T ), alors T est
essentiellement auto-adjoint.

Preuve :
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Tout d’abord on remarque que chaque u est unique. En effet si u1 et u2
vérifient la même équation alors v = u1 − u2 vérifie{

dv
dt

= −Tv sur IR+

v(0) = 0 .

Or comme T est positif on a
d

dt
‖v(t)‖2 ≤ 0 (10.10)

et donc v = 0.

On peut alors définir S(t)x = u(t) sur D(T ). Tout d’abord on remarque
‖S(t)‖ ≤ 1 d’après (10.10). On peut donc étendre S(t) en un opérateur borné.
Reste à vérifier qu’il est auto-adjoint pour appliquer le théorème précédent,
or pour tout x, y ∈ D(T ) on

d

dt
(〈S(t)x, y〉 − 〈x, S(t)y〉) = 0,

car T est symétrique. Donc par continuité de S(t) et densité de D(T ), on a
le résultat attendu. Il existe donc T ′ auto-adjoint positif tel que S(t) = e−tT

′

et de plus T ⊂ T ’. Reste à montrer que T ′ = T . Il suffit de montrer que D(T )
est dense dans D(T ′) pour le produit scalaire 〈x, y〉+ 〈T ′x, T ′y〉. Dans le cas
contraire soit y un vecteur orthogonal à D(T ) non trivial, on a pour tout
x ∈ D(T ),

〈x, y〉+ 〈Tx, T ′y〉 = 0
donc on a pour tout t ≥ 0,

〈x, S(t)y〉 = −〈Tx, T ′S(t)y〉 = −〈x, (T ′)2S(t)y〉,

c’est à dire y(t) = 〈x, S(t)y〉 vérifie

d2y

dt2
= −y(t).

Or on a lim
t→+∞

y(t) = 0, d’où

〈x, y〉 = 0 pour tout x ∈ D(T ),

ce qui est une contradiction avec la densité de D(T ) et achève la preuve du
théorème. �
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10.5.2 Equation de Schrödinger
En fait l’exponentielle définit même un semi-groupe comme dans le cas

borné, c’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 10.5.4 Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur non-borné
auto-adjoint. On pose U(t) = eitT , alors on a
i) U(t) est unitaire pout tout t.
ii) t 7→ U(t) est continue pour la norme d’opérateur.
iii) U(0) = Id et pour tout t, s ∈ IR on a U(t+ s) = U(t)U(s),

iv) pour tout x ∈ D(T ) on a lim
t→0

U(t)(x)− x
t

= iT (x),

Preuve :

Reprendre la preuve pour le flot de la chaleur . �

Ce théorème admet également une réciproque. La preuve de la réciproque
repose sur le théorème suivant, dont on trouvera une preuve dans [Tao11a]

Théorème 10.5.5 (Théorème de Bochner) Soit f : IR → C positive et
semi-définie, c’est-à-dire f(x) = f(−x) et∫

IR

∫
IR
f(x− y)dν(x)dν(y) ≥ 0,

pour toute mesure complexe ν. Alors il existe une mesure finie µ sur IR telle
que

f(x) =
∫

IR
ei2πξ dµ(ξ) pour x ∈ IR.

Théorème 10.5.6 (théorème de Stone) Soit (U(t))t∈IR une famille d’opé-
rateurs vérifiant les assertions i)-iii) du théorème 10.5.4, alors il existe un
unique opérateur non-borné auto-adjoint T tel que U(t) = eitT .

Idée de la preuve :

On remarque tout d’abord que le iv) du théorème 10.5.4 donne l’unicité.
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On pose pour tout x ∈ H,

F (t) = 〈U(t)x, x〉,

d’après le théorème de Bochner il existe une mesure finie telle que

F (t) =
∫

IR
eixtdµx(t).

On note alors µx,y la mesure dépolarisée. On définit une mesure spectrale
comme suit : soit E un borélien de IR on définit µ(E) l’application de H tel
que

〈x, µ(E)(y)〉 =
∫
E
dµx,y.

On vérifie que c’est une mesure à valeur dans les projections orthogonales.
On pose alors D = {x ∈ H |

∫
t2dµx <∞} et on définit T : D → H par

T =
∫

IR
t dµ(t),

et on vérifie que T est bien l’opérateur auto-adjoint cherché. �

Exercice 10.5.1 Soit H = L2(IRn) et Ux(t) l’opérateur de translation défini
par

Ux(t)(φ)(y) = φ(y + tx).
Vérifier que cette famille d’opérateurs vérifie les hypothèses du théorème de
Stone. Montrer que Ua(t) = eitA avec

A(φ) = −i
n∑
k=1

ak
∂φ

∂xk
pour tout φ ∈ C∞c (IRn).

10.5.3 L’equation des ondes
On considère un opérateur non-borné T : D → H auto-adjoint positif.

On cherche à résoudre l’équation suivante

d2u

dt2
= −T (u).

En fait on peut réécrire l’équation

d2u

dt2
= −Ω2(u),
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où Ω =
√
T . Alors les solution sont données par u(t) = eitΩ et v(t) = e−itΩ,

plus précisément on a :

Théorème 10.5.7 Soit T un opérateur auto-adjoint positif. Pour tout x ∈
D(T ) et y ∈ D(

√
T ) ⊂ D(T ), alors

u(t) = cos
(
t
√
T
)
x+

sin
(
t
√
T
)

√
T

y

est l’unique solution C2 de l’équation suivante
d2u
dt2

= Tu
u(0) = x
u′(0) = y

.

Preuve :
On commence par prouver l’unicité. Pour cela on poseE(t) = 1

2

(
‖u′(t)‖2 + ‖

√
Tu(t)‖2

)
.

et on remarque E ′(t) = 0 si d
dt

√
Tu(t) existe.

Soit R > 0 alors on pose PR = 1[−R,R](T ) alors pour tout x ∈ D(T )
PR(x) ∈ D(

√
T ). On pose alors UR(t) = PRu(t) où u est une solution de

l’équation avec les conditions initiales nulles. Alors uR est C2, pour tout t on
a uR(t) ∈ D(

√
T ) et d

dt

√
TuR(t) existe. Enfin uR vérifie

d2uR
dt2

= PR
d2u

dt2
= TuR.

Donc on peut appliquer la conservation de l’énergie et donc duR
dt

= 0 d’ou
uR ≡ 0, en passant à la limit quand R tend vers l’infinie on a le résultat
souhaité.

Pour l’existence, il faut calculer les dérivées à l’aide du taux d’accroisse-
ment et des formules classiques de trigonométrie. Les passage à la limite sont
assuré par le théorème de convergence dominée. �

Comme dans le cas classique on peut ramener cette équation à une équa-
tion d’ordre 1 quitte à complexifier un peu l’espace ambiant. Pour simplifier,
on suppose que Null(Ω) = {0}. Pour cela on pose

X(t) =
(

u(t)
du
dt

(t)

)
.
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Alors X doit verifier dX
dt

= SX, où

S =
(

0 Id
Ω2 0

)
.

Formellement on obtient

etS =
(

cos(Ωt) sin(Ωt)
Ω

−Ωsin(Ωt) cos(Ωt)

)
.

On pose alors K = D(Ω)⊕H muni du produit scalaire 〈(x1, y1), (x2, y2)〉 =
〈Ωx1,Ωx2〉 + 〈y1, y2〉. Alors on obtient un espace de Hilbert et etS est une
transformation unitaire. Dés lors d

dt
etS(x, y) existe si et seulement si x ∈

D(Ω2) = D(T ) et y ∈ D(Ω). On pose alors D(S) = D(T )⊕D(Ω) et

S =
(

0 Id
T 0

)
est alors le générateur du semi groupe unitaire etS il est donc anti-adjoint :
S = iR avec R auto-adjoint d’après le théorème de Stone, et on a bien

dX

dt
= iRX pour tout t.

10.6 Le laplacien suite et fin
Soit Ω un domaine borné de IRn, H = L2(Ω) et le laplacien

∆f = −
∑
i

∂2f

∂x2
i

,

avec C∞c (Ω) comme domaine.

10.6.1 Deux exemples
On va s’intéresser à deux cas particulier Ω = IRn et Ω : (0, 1)n. Dans le

premier cas on a la description suivante.

Théorème 10.6.1 la fermeture du Laplacien sur IRn est unitairement équi-
valente à M(2π)2‖x‖2. En particulier il est essentiellement auto-adjoint, son
spectre est continu et égal à [0,∞[.
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Dans le cas du cube la situation est tout autre puisque le spectre est
discret. En fait il y a plusieurs extension possible de ∆ en un opérateur
essentiellement auto-adjoint, ici on présente l’extension de Dirichlet.

Théorème 10.6.2 Soit Dd = {f|(0,1)n | f ∈ C∞([0, 1]n) et f = 0 sur ∂(0, 1)n},
alors (Dd,∆) est essentiellement auto-adjoint, son spectre est ponctuel et égal
à

{4π2(k2
1 + · · ·+ k2

n | ki ∈ Z}.

De plus la multiplicité de λ = 4π2(k2
1+· · ·+k2

n est égale à #{(k1, . . . , kn) | 4π2(k2
1+

· · ·+ k2
n = λ}.

Exercice 10.6.1 Déduire de ce qui précède, l’estimé suivante pour n-ième
valeur propre du laplacien sur le cube avec la condition de Dirichlet,

1
C
Ck

2
n ≤ λk ≤ Ck

2
n , (10.11)

pour C > 0.

Exercice 10.6.2 A l’aide de l’exercice précédent et du principe du min-max
en déduire une estimé semblable pour tout ouvert borné Ω.

10.6.2 Fonction de Green et Noyau de la chaleur
Dans cette section on suppose que H = L2(Ω,C) où Ω est un domaine de

IRd. Soit L un opérateur différentiel de domaine D(L) ⊂ H. On cherche un
opérateur K ∈ B(H) tel que

L ◦K = K ◦ L = Id.

On va chercher K sous la forme d’un opérateur à noyau TG. Alors G doit
nécessairement vérifier

LxG(x, y) = δ(x− y)Id,
L∗yG(x, y) = δ(x− y)Id.

Une telle fonction s’appellera fonction de Green de L. On pourra trouver
des exemples de détermination explicite de G pour des opérateurs définis
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sur IR, [Sim05]. Ici nous donnons une expression de la fonction de Green du
laplacien et de l’équation de la chaleur en fonction des fonctions propres et
des valeurs propres du laplacien.

Le laplacien étant auto-adjoint, il suffit de trouver G ∈ L2
0(Ω×Ω), symé-

trique, telle que

∆xG(x, y) = δ(x− y)

Or d’après la section 9.5, le laplacien possède une base hilbertienne de
vecteur propre (φk). On notera λk les valeurs propres associées. On a alors
nécessairement

〈G(x, y), φk(x)〉 = φk(y)
λk

Ce qui nous amène à poser (formellement)

G(x, y) =
∞∑
k=1

φk(x)φk(y)
λk

.

Malheureusement au vu de (10.11), il n’est pas possible d’obtenir une conver-
gence forte de cette série dés que d > 1.

Exercice 10.6.3 Montrer que pour le noyau de la chaleur on a formellement

P (x, y, t) =
∞∑
k=1

e−tλkφk(x)φk(y).

On a dans le cas du noyau de la chaleur convergence forte de la série.

Théorème 10.6.3

p(x, y, t) =
∞∑
k=0

e−tλkφk(x)φk(y),

où la convergence est uniforme sur Ω× Ω× [ε,+∞[ pour tout ε > 0.
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Chapitre 11

La physique quantique, une
théorie d’opérateurs...

Dans ce dernier chapitre, notre but est de donner une très brève intro-
duction au formalisme mathématique de la physique quantique. Pour aller
plus loin, on pourra consulter [Hal13].

Chapitre en construction, lecture fortement déconseillée.

11.1 Opérateurs position et moment
On considère une particule se déplaçant sur la droite réel. Elle est alors

représentée par sa fonction d’onde ψ : IR → C (pour commencer on se place
dans le cas stationnaire). Le réel |ψ(x)|2 représente alors la probabilité que
la particule se situe en x, on a donc naturellement∫

|ψ(x)|2 dx = 1.

On définit donc l’espérance de la position comme

E(x) =
∫
x|ψ(x)|2 dx.

L’idée centrale de la théorie quantique (mathématique) est d’exprimer des
quantités comme la position, la vitesse, l’énergie... comme le produit scalaire
de la fonction d’onde et de son image par un opérateur. L’espace naturel sur

161
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lequel on souhaite se placer est alors L2(IR), et si on note X la multiplication
par x, alors on a

E(x) = 〈Xψ,ψ〉.

On remarquera que X est un opérateur non-borné.

Maintenant, on aimerait définir le moment d’une particule. De Broglie
pour expliquer le spectre de l’atome d’hydrogène fait l’hypothèse suivante :
si la fonction d’onde a une fréquence spatiale égale à k alors son moment est
~k. Ce qu’on pourrait traduire mathématiquement par la fonction x 7→ eikx

a pour moment ~k. Bien sûr x 7→ eikx n’est pas dans L2(IR), mais pour
simplifier on va supposer momentanément que notre particule se déplace sur
le cercle S1. On considère alors les

(
eikx√

2π

)
k∈Z

qui forment une base hilbertienne
de L2(S1). Soit ψ ∈ L2(S1) telle que∫

|ψ(x)|2 dx = 1,

elle se décompose comme suit,

ψ =
∑
k

ake
ikx,

et on définit alors son moment comme∑
k

~k|ak|2.

On voit alors qu’un bon choix d’opérateur semble être P = −i~ d
dx
.

Si on revient au cas de la droite réel, soit ψ ∈ S(IR), l’espace de Schwartz,
alors on a

〈P (ψ), ψ〉 =
∫

~ξψ̂(ξ) dξ.

Définition 11.1.1 Sur L2(IR), on définit les opérateurs position et mo-
ment X et P comme deux opérateurs non-bornés dont le domaine est S(IR)
et qui vérifient

X(ψ)(x) = xψ(x) et P (ψ)(x) = −i~dψ
dx
.
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Exercice 11.1.1 Vérifier que X et P sont symétriques .

En fait en théorie quantique les opérateurs joue le rôle d’observable et
donc sont forcément (essentiellement) auto-adjoints puisque l’on n’observe
que des quantités réels.

Exercice 11.1.2 Vérifier que XP − PX = i~Id .

Plus généralement dans IRn, les coordonnées des opérateurs positon et
moment sont

Xjψ = xjψ,

et
Pjψ = −i~∂ψ

∂ψ
.

Il vérifie alors les relations de commutations suivantes

[Xj, Xk] = 0,

[Pj, Pk] = 0,
et

[Xj, Pk] = δiki~Id,
où si A et B sont deux opérateurs [A,B] = AB−BA est leur commutateur.
Enfin on définit une troisième famille d’opérateur

Jik = XjPk −XkPj,

appelé moment angulaire.

11.2 Les axiomes de base de la théorie quan-
tique

Axiome 1 : L’état du système est représenté par un vecteur unitaire
d’un espace de Hilbert H. Deux états représentés par des vecteurs colinéaires
représentent le même état physique.

Axiome 2 : A chaque fonction f de l’espace des phases classique, on
associe un opérateur auto-adjoint f̂ qui agit sur H.
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Axiome 3 : Si le système se situe dans un état décrit par un vecteur
unité ψ dans H, alors la mesure de f est donnée par

〈ψ, f̂ψ〉.

C’est ici qu’on remarque que deux vecteurs unitaires qui sont proportion-
nels ne sont pas distincts du point de vue des quantités observables.

Notation : On notera

〈ψ,Aψ〉 = 〈A〉ψ.

Enfin supposons que f̂ admette une base hilbertienne de vecteurs propres
{ei} associés aux valeurs propres {λi} et que ψ est un vecteur unitaire de H
qui se décompose comme

ψ =
∞∑
i=1

aiei.

Alors l’observation de f , sera toujours un λi que l’on observera avec une
probabilité |ai|2.

Exercice 11.2.1 Montrer que pour tout opérateur auto-adjoint A le théo-
rème spectrale nous assure de l’existence d’une mesure µAψ sur IR qui est la
probabilité de mesuré 〈A〉ψ.

Axiome 4 (Effondrement de la fonction d’onde) : Supposons qu’un
système soit dans un état ψ et que l’on mesure f et que le résultat est λ alors
le système se positionne immédiatement dans un état ψ′ de sorte que

f̂(ψ′) = λψ′.

On peut penser la fonction d’onde comme ne représentant pas le système
mais plutôt comme la probabilité que le système soit dans un état donné. Et
alors l’effondrement de la fonction d’onde peut être vu comme une simple
probabilité conditionnelle. En d’autre terme toute future mesure doit être
consistante avec le résultat d’une mesure passé. Ce n’est donc pas la particule
qui possède un état discontinue mais notre information qui est discontinue.
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11.3 L’équation de Schrödinger
Jusqu’à présent nous avons considéré un état stationnaire, dans ce qui suit

le temps rentre en jeu. Dans la formulation hamiltonienne de la mécanique
classique, l’évolution du système est régie par l’énergie hamiltonienne, donnée
par

H(x, p) = 1
2m

∑
j

p2
i + V (x).

En effet la troisième loi de Newton s’écrit alors
dxj
dt

= ∂H

∂pj
,

dpj
dt

= −∂H
∂xj

.

En définissant le crochet de Poisson de deux fonctions f et g définis sur
l’espace des phases par

{f, g} =
∑
j

(
∂f

∂xj

∂g

∂pj
− ∂f

∂pj

∂g

∂xj

)
,

on peut reformuler la troisième loi de Newton, comme suit : pour toute
fonction f définie sur l’espace des phases, le long d’une trajectoire on a

df

dt
= {f,H}.

D’après l’axiome 2, il existe un opérateur Ĥ correspondant àH.Typiquement,
si H = 1

2m
∑
i p

2
i + V (x) alors

Ĥ =
∑
j

P 2
j

2m + V (X)

où Pj est la j-ième coordonnées de l’opérateur moment : −i~ ∂
∂xj

, et V (X) la
multiplication par V (x).

En s’inspirant de l’hypothèse de de Broglie, qui nous dit que l’énergie
d’une particule dont la fréquence spatial est k est ~k. On peut faire l’hypo-
thèse que l’énergie d’une particule de fréquence temporel ω sera ~ω, ce qui
donne

ψ(t) = eiωtψ0 = e−
E
~ ψ0.
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L’équation différentielle vérifiée par ψ est alors

dψ

dt
= E

i~
ψ.

De cette heuristique on déduit notre dernier axiome.

Axiome 5 : L’évolution de la fonction d’onde du système est régie par
l’équation de Schrödinger

dψ

dt
= 1
i~
Ĥψ.

Plus généralement, les quantités observables vérifient

d

dt
〈A〉ψ =

〈 1
i~

[A, Ĥ]
〉
ψ
,

où A est un opérateur auto-adjoint.

On remarque qu’une quantité physique est constante le long d’une tra-
jectoire dés qu’elle commute avec l’hamiltonien.

Une solution de l’équation de Schrödinger pour une condition initiale ψ0

est donné par e−itĤ~ ψ0. Toutefois, le sens du calcul fonctionnelle de Ĥ n’étant
pas très explicite, on s’intéressera alors au vecteur propre de Ĥ, c’est à dire
au solution de

Ĥψ = Eψ,

que l’on appellera l’équation de Schrödinger stationnaire.

11.4 L’interprétation d’Heisenberg
On a vu avec l’axiome 4 sur l’effondrement de la fonction d’onde que,

d’une certaine manière, on peut considérer que l’état de la particule n’est pas
modifié par l’observation mais que c’est notre information qui est modifiée.
Lorsque l’on regarde la particule évoluer, on peut adopter un point de vue
similaire en supposant que la fonction d’onde est fixe et que c’est l’observable
qui évolue, donc l’opérateur auto-adjoint. Dans ce cas l’équation d’évolution
est

dA

dt
= 1
i~

[A, Ĥ].



11.5. SOLUTION DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER LIBRE SUR IR167

Si on applique ce point de vue à l’opérateur position et moment on a

dX

dt
= P

m
,

dP

dt
= −V ′(X).

Si, en plus, on suppose que la particule est libre, i.e. V ≡ 0, alors on retrouve
les trajectoires classiques

〈X(t)〉ψ0 = 〈X〉ψ0 + t〈P 〉ψ0 .

11.5 Solution de l’équation de Schrödinger
libre sur IR

L’équation de Schrödinger libre sur IR s’écrit

∂ψ

∂t
= i~

2m
∂2ψ

∂x2 .

On commencer chercher une solution sous la forme

ψ(x, t) = ei(kx−ω(k)t),

où k est la fréquence spatial et ω la fréquence temporel. D’après (11.5), on a
forcément

ω(k) = ~k2

2m.

Dès lors, à l’aide de la transformé de Fourier, on peut construire une solution
pour toute condition initial assez décroissante, par exemple dans l’espace de
Schwartz.

Exercice 11.5.1 Démontrer que si ψ0 ∈ S(IR) alors

ψ(x, t) = 1√
2π

∫
IR
ψ̂0(k)eik(x−

~k
2m t) dk

est une solution de (11.5).

~k
2m est la vitesse de phase.
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11.6 L’oscillateur harmonique
On considéré l’opérateur hamiltonien suivant

Ĥ = P 2

2m + k

2X
2 = 1

2m(P 2 + (mωX)2),

où k est une constante positive et ω =
√

k
m
. On pose alors

A = mωX + iP√
2~mω

l’opérateur d’incrément et son adjoint

A∗ = mωX + iP√
2~mω

l’opérateur de décrément. On a alors

Ĥ = ~ω
(
A∗A+ 1

2Id
)
.

Le terme 1
2Id est une conséquence du fait que les opérateurs ne commutent

pas : c’est la correction quantique. D’autre part on pourra déduire les pro-
priétés spectrale de Ĥ de celle de A∗A.

A l’aide manipulation algébrique, on va montrer qu’un vecteur du noyau
de A donne naissance à une base hilbertienne de vecteurs propres.

Attention : Ce qui suit n’est pas complètement rigoureux dans le sens où
les domaines des opérateurs ne sont pas spécifiés. Il s’agit de calcul algébrique
que l’on justifiera a posteriori.

Exercice 11.6.1 Soit A et A∗ défini plus haut. On supposera que les do-
maines des opérateurs seront compatibles à chaise étapes.

1. Montrer que
[A,A∗] = Id,

[A,A∗A] = A

et
[A∗, A∗A] = −A∗.
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2. Soit ψ un vecteur propre de A∗A associé à la valeur propre λ. Montrer
que

A∗A(Aψ) = (λ− 1)Aψ,
et

A∗A(A∗ψ) = (λ+ 1)A∗ψ.
3. Montrer qu’il existe n tel que A(Anψ) = 0.
4. Soit ψ0 ∈ KerA tel que ‖ψ0‖ = 1, on pose, pour n ≥ 0,

ψn = (A∗)nψ0.

Alors pour tout n,m ≥ 0, on a

A∗ψn = ψn+1,

A∗Aψn = nψn,

〈ψn, ψm〉 = n!δn,m,
Aψn+1 = (n+ 1)ψn.

5. Montrer que si dim(Ker A) = 1 alors les V ect({ψn}n) est dense dans
H.

Il suffit donc de trouver un élément du noyau de A pour décomposer Ĥ.

On se place désormais en dimension 1. On a alors

A =
mωx+ ~ d

dx√
2~mω

Un élément du noyau de A est donné par,

ψ0(x) =
√
πmω

~
e(−

mω
2~ x

2).

De plus, il est clair que le noyau est de dimension 1 et donc en appliquant
A∗, on obtient une base hilbertienne de solutions.

Pour justifier ce qui vient d’être fait il faut vérifier que les opérateurs A
et A∗ sont bien définis tout au long du calcul. En fait si on considère que le
domaine de A et A∗ est l’espace de Schwartz, alors il est clair que cela reste
stable en composant par A ou A∗. Il suffit alors de vérifier que l’élément du
noyau est également dans l’espace de Schwartz, ce qui est également clair.
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Exercice 11.6.2 Déduire de tout ce qui précède que les fonctions

ψn(x) = Hn

(√
mω

~
x
)√

mω

~
exp

−mω
2~ x,

où Hn est la suite des polynôme de Hermite défini par

H0(x) = 1

et

Hn+1(x) = 1√
2

(
2xHn(x)− dHn(x)

dx

)
.

11.7 Le moment angulaire en mécanique quan-
tique et la notion de spin

De l’importance de l’étude des représentations

Supposons qu’un hamiltonien soit invariant sous l’action d’un certain
groupe. Dès lors les représentations unitaires de ce groupe dans L2(IRd) com-
mutent avec l’opérateur hamiltonien Ĥ. En particulier les espaces propres de
Ĥ sont invariants par la représentation. Si on peut par exemple décomposer
notre espace en sous-représentation irréductible, on pourra considérablement
simplifier la recherche des états propres.

Un des premier objet d’étude de la mécanique quantique étant les atomes,
l’invariance par rotation intervient tout naturellement dans l’étude de telles
configurations. Donc si le système est invariant par rotation alors, en décom-
posant L2(IR3) en sous-représentation irréductible de SO(3), on est ramené
à chercher les états propres dans des sous-espace de la forme L2

r(IR3)× Vl où
L2
r(IR3) représente les fonctions radiales de IR3 et Vl un espace de dimension

finie, plus précisément les harmonique sphérique de degré l.

Avant d’aller plus loin, nous rappelons le principe fondamental du à Noe-
ther qui nous assure que toute invariance du système donne naissance à une
quantité conservée. C’est l’objet du paragraphe suivant.
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Invariance et loi de conservation : le théorème de Noe-
ther
Théorème 11.7.1 (Noether) voir Helein

Par exemple l’invariance par translation (en espace) donne la lois de conser-
vation du moment cinétique, l’invariance par translation (en temps) donne
la conservation de l’énergie et l’invariance par rotation donne le moment an-
gulaire.

Ces lois de conservation ont leur pendant quantique. En particulier si
l’hamiltotien Ĥ est invariant par rotation alors Ĥ commute avec les opéra-
teurs de moment angulaire, définis au XX.

Si Ĥ commute avec chaque composante du moment angulaire, alors chaque
espace propre de Ĥ est invariant sous l’action du moment angulaire et donc
donne une représentation de l’algèbre de Lie de SO(3), notée so(3). Donc la
connaissance des représentations irréductibles de so(3) permet de détermi-
ner complètement la dépendance de la fonction d’onde et de ramener notre
problème initial à résoudre une équation différentielle ordinaire.

On rappelle que le moment angulaire (classique) d’une particule de IR3

est J = x ∧ p. Ce qui donne dans le cas quantique

Ĵ = X ∧ P.

Bien sûr il s’agit d’un opérateur non borné. On remarque que si on pose

J̃i = 1
~
Ji,

alors on les relations de commutation suivantes

[J̃1, J̃2] = J̃3, [J̃2, J̃3] = J̃1, [J̃3, J̃1] = J̃2.

On définit une représentation de SO(3), R ∈ SO(3) on associe un opérateur
unitaire de B(L2(IR3)) par

Π(R)(ψ)(x) = ψ(R−1x).

Or l’algèbre de Lie de SO(3) est constitué des matrice antisymétrique dont
voici une base



172CHAPITRE 11. LA PHYSIQUE QUANTIQUE, UNE THÉORIE D’OPÉRATEURS...

F1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ; F2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , F3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
On vérifie sans peine les relations de commutation suivantes

[F1, F2] = F3, [F2, F3] = F1, [F3, F1] = F2.

De plus l’exponentielle réalise un morphisme injectif de so(3) dans SO(3). On
a donc pour tout élément f ∈ so(3) une famille à 1-paramètre d’opérateur,
t 7→ π(etF ) qui vérifie les hypothèse du théorème de Stone. Il existe donc un
opérateur non-broné anti-adjoint, noté π(F ), tel que

π(etF ) = etπ(F ).

De plus on remarque que S(IR3) ⊂ D(π(Fk)) et que

J̃k = i~π(Fk).

11.8 La Quantification
Le second axiome de la théorie dit que l’on doit pouvoir associer à toute

fonction sur l’espace des phases un opérateur sur L2(IRd). Une telle procé-
dure est désignée sous le nom de quantification. Simplement en considérant
l’opérateur position et moment en dimension 1, on voit où se situe la dif-
ficulté. En effet les fonctions position et moment commutent mais pas les
opérateurs. Comment définir x̂p ? Une idée naturel(mais pas canonique 1) est
de symétriser, en posant

x̂p = XP + PX

2 .

Plus généralement, on peut définir la quantification de Weyl de toute fonction
polynomiale en x et p par

x̂kpl = 1
(k + l)!

∑
σ∈Sk+l

σ(X, . . . , X, P, . . . , P ).

A continuer....
1. Le théorème de Groenewold suggère qu’il n’existe pas de quantification naturel, voir

[Hal13] chapitre 13



Chapitre 12

Problèmes

Problème 12.0.1 (Fonction maximale de Hardy-Littlewood) Dans cet
exercice on ne considère que la mesure de Lebesgue.

Pour toute fonction localement intégrable f : IRd → C, on définit sa
fonction maximale centrée comme suit

M(f) : IRd → C
x 7→ sup

r>0

1
|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy,

où B(x, r) désigne la boule de centre x et de rayon r et |E| la mesure de
l’ensemble E.

1. Montrer que, pour tout f ∈ L∞(IRd), on a

‖M(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞.

2. Soit d = 1, a < b et f = 1[a,b], calculerM(f) et tracer son graphe.
3. Montrer que si M(f)(x0) = 0, pour un x0 ∈ IRd, alors f = 0 presque

partout.

Pour toute fonction localement intégrable f : IRd → C, on définiesa
fonction maximale décentrée comme suit

M(f) : IRd → C
x 7→ sup

x∈B(z,r)

1
|B(z, r)|

∫
B(z,r)

|f(y)| dy, ,

173
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où le supremum est pris sur l’ensemble des boules contenant x.

4. Montrer que pour tout f ∈ L1
loc(IRd), on aM(f) ≤M(f).

5. Soit d = 1, a < b et f = 1[a,b], calculer M(f) et tracer son graphe.
6. Rappeler le théorème de recouvrement de Vitali.
7. Montrer qu’il existe une constante positive Cd, qui ne dépend que de la

dimension, telle que

|{x ∈ IRd |M(f)(x) > t}| ≤ Cd
t

∫
|f |> t

2

|f(x)| dx,

pour tout f ∈ L1(IRd) et t > 0.
8. Montrer que M est sous-linéaire, c’est-à-dire que, pour tout f, g ∈

L1
loc(IRd) et λ ∈ IR on a

M(f + λg) ≤M(f) + |λ|M(g).

9. Soit R > 0 montrer qu’il existe cd > 0 telle que

Rd

cd(|x|+R)d ≤M(1B(0,R))(x) ≤ cdR
d

(|x|+R)d

10. En déduire que M n’est pas un opérateur borné de L1(IRd).
11. En utilisant 7. et le fait que

‖M(f)‖pp =
∫

IRd

∫ M(f)(x)

0
ptp−1 dt dx,

Montrer que, pour p > 1 , M est un opérateur borné de Lp.

Solution 12.0.1
1. Conséquence immédiate des propriétés de l’intégrale.
2. Si x ∈ (a, b) alors pour ε > 0 assez petit on a (x − ε, x + ε) ⊂ (a, b)

et donc M(f)(x) ≥ 1
2ε
∫ x+ε
x−ε 1 dt = 1. D’autre part le 1) nous assure que

cette inégalité est en fait une égalité. Si x < a on a

1
2r

∫ x+r

x−r
1[a,b](t) dt =


0 si r ≤ a− x

r−a
2r si a− x ≤ r ≤ b− x

b−a
2r si r ≥ b− x

.
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[

[

]

]

On vérifie aisément que le maximum de la fonction est atteint en r =
b − x et que donc M(f)(x) = b−a

2(b−x) si x < a. Par un raisonnent
symétrique on montre que M(f)(x) = b−a

2(a−x) si x > b. D’ou le graphe

3. Si M(f)(x0) = 0 pour un x0 ∈ IRd, alors pour tout r > 0 on a∫
B(x0,r) |(f(y)| dy = 0. A l’aide du théorème de convergence monotone
on peut passer à la limite et on a

∫
IRd |(f(y)| dy = 0, d’ou f = 0 presque

partout .
4. On remarque simplement que {B(x, r) | r > 0} ⊂ {B(y, r) | r > 0 et x ∈

B(y, r)}. On obtient l’inégalité en passant au sup.
5. Si x ∈ (a, b) alors pour ε > 0 assez petit on a (x− ε, x+ ε) ⊂ (a, b) et

donc M(f)(x) ≥ 1
2ε
∫ x+ε
x−ε 1 dt = 1. D’autre part, on remarque, comme

au 1), que M(f) ≤ ‖f‖∞, ce qui nous assure que l’inégalité précédente
est en fait une égalité.

Si x < a on a, soit r > 0 fixé, alors il est clair que

sup
y, x∈]y−r,y+r[

∫
]y−r,y+r[

1[a,b](t) dt =
∫

]x,x+2r[
1[a,b](t) dt.

Donc il suffit de calculer le sup sur r de la quantité de droite.

1
2r

∫ x+2r

x
1[a,b](t) dt =


0 si r ≤ a−x

2
1 + x−a

2r si a−x
2 ≤ r ≤ b−x

2
b−a
2r si r ≥ b− x

.

On vérifie aisément que le maximum de la fonction est atteint en r =
b−x

2 et que donc M(f)(x) = 1 + x−a
b−x si x < a. Par un raisonnent
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symétrique on montre que M(f)(x) = 1 + b−x
x−a si x > b. D’ou le graphe

6. Recopier les notes de cours.
7. On adapte simplement la preuve du cours. Soit t > 0 et Et = {x ∈

U |M(f)(x) > t}. Pour tout x ∈ Et il existe rx > 0 tel que

1
|B(x, rx)|

∫
B(x,rx)

|f(y)| dλ(y) > t.

De plus, on a

|B(x, rx)| <
∫
B(x,rx) |f(y)| dλ(y)

t
.

Différence avec le cours : Il faut remplacer
∫
B(x,rx) |f(y)| dλ(y)

par
∫
B(x,rx)∩{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y). Or

∫
B(x,rx)

|f(y)| dλ(y) ≤
∫
B(x,rx)∩{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y) + t

2 |B(x, rx)|,

d’ou

|B(x, rx)| <
∫
B(x,rx) |f(y)| dλ(y)

t
≤
∫
B(x,rx)∩{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y)

t
+1

2 |B(x, rx)|.

Ce qui donne

|B(x, rx)| ≤ 2
∫
B(x,rx)∩{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y)

t
.
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Soit K un compact de Et, alors K est recouvert par un nombre fi-
niede boules (B(xi, rxi))Ni=1. On applique le théorème de recouvrement
de Vitali aux (B(xi, rxi))Ni=1. On a donc une famille de boules disjointes
(B(xij , rxij ))

M
j=1, telle que

|K| ≤
∣∣∣∣∣
N⋃
i=1

B(xi, rxi)
∣∣∣∣∣ ≤ 3d

∣∣∣∣∣∣
M⋃
j=1

B(xij , rxij )

∣∣∣∣∣∣
≤ 3d

M∑
j=1

∣∣∣B (xij , rxij )∣∣∣
≤ 23d

t

M∑
j=1

∫
B

(
xij ,rxij

)
∩{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y)

≤ 23d
t

∫
{y | |f(y)|> t

2}
|f(y)| dλ(y),

(12.1)

ce qui achève la preuve, par régularité de la mesure de Lebesgue.
8. Conséquence immédiate des propriétés de l’intégrale.
9. Tout d’abord on a

1
|B(x,R + |x|)|

∫
B(x,R+|x|)

1B(0,R)(y) dy = Rd

(R + |x|)d ,

d’ou la minoration par passage au sup. Pour la majoration on procède
par cas. Si |x| ≥ 3R alors le rayon d’une boule contentant x et inter-
sectant B(0, R) est au moins égale à |x| −R ≥ R+|x|

2 , d’ou

1
|B(y, r)|

∫
B(y,r)

1B(0,R)(y) dy ≤ Rd

rd
≤ 2dRd

(R + |x|)d .

Si |x| < 3R alors

M(f)(x) ≤ 1 ≤ 4dRd

(|x|+R)d ,

ce qui prouve la question avec cd = 4d.
10. Il suffit de remarquer que 1

|x|d 6∈ L
1(IRd) pour tout d.
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11. A l’aide de l’indication et du théorème de Fubini, on a

‖M(f)‖pp =
∫

IRd

∫ M(f)(x)

0
ptp−1 dt dx =

∫ +∞

0

∫
{M(f)(x)>t}

ptp−1 dx dt

=
∫ +∞

0
|{x |M(f)(x) > t}|ptp−1 dt ≤ Cd

∫ +∞

0

∫
{x | |f(x)|> t

2}
|f(y)| dy ptp−2 dt

= Cd

∫
IRd

∫ 2|f(y)|

0
|f(y)| ptp−2 dt dy = Cd

p

p− 12p−1‖f‖pp,

(12.2)

ce qui prouve bien que M est un opérateur borné de Lp.



179

Problème 12.0.2 (Théorème de Rademacher) Le but de ce problème
est de démontrer le théorème suivant

Théorème 12.0.1 Soit f : IRn → IRm une fonction localement lipschit-
zienne alors f est différentiable presque partout.

1. Montrer que l’on peut supposer que f est lipschitzienne et que m = 1.

On fera cette hypothèse dans toute la suite du problème.

2. Soit v ∈ Sn−1 = {v ∈ IRn | ‖v‖ = 1}.
On montrera tout d’abord que

F+
v (x) = lim sup

t→0

f(x+ tv)− f(x)
t

= lim
k→+∞

sup
0<t< 1

k

f(x+ tv)− f(x)
t

,

définit une fonction mesurable de IRn dans IR. Puis on admettra qu’il
en est de même pour

F−v (x) = lim inf
t→0

f(x+ tv)− f(x)
t

= lim
k→+∞

inf
0<t< 1

k

f(x+ tv)− f(x)
t

.

En déduire que Av =
{
x | lim

t→0

f(x+ tv)− f(x)
t

n’existe pas
}

est me-

surable.
3. Soient x ∈ IRn, v ∈ Sn−1 et φ : IR → IR définie par φ(t) = f(x + tv).

C’est une fonction Lipschitz donc absolument continue, le théorème
fondamental de l’analyse nous assure que cette fonction est dérivable
presque partout.

Montrer que Av ∩ L est de mesure nulle, où L = {x+ tv | t ∈ IR}.

En déduire que Av est de mesure nulle.
4. Soit φ ∈ C∞c (IRn) montrer que

∫
IRn

φ(x)f(x+ tv)− f(x)
t

dx = −
∫

IRn
f(x)φ(x)− φ(x− tv)

t
dx
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5. En déduire que, pour presque tout x, on a

lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)
t

= 〈∇f(x), v〉,

où ∇f(x) =
(
∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)
)
.

6. Soit (vk) une suite dense de Sn−1, on note

Ek =
{
x ∈ IRn | lim

t→0

f(x+ tvk)− f(x)
t

et ∇f(x) existent
}

et
E =

⋂
k

Ak

7. Montrer que IRn \ E est de mesure nulle.
8. Montrer que f est differentiable en chaque point de E.
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Problème 12.0.3 (Principe du min-max) Soit H un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie et A un opérateur non-borné auto-adjoint
sur H.

On dit que A est positif, si

〈A(x), x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ D(A).

1. Montrer que A est positif si et seulement si σ(A) ⊂ IR+.

On suppose maintenant que A est borné inférieurement, c’est-
à-dire qu’il existe c tel que A+ cId soit positif.

2. Montrer que le spectre de A est borné inférieurement et que A−mId ≥ 0
où m = inf σ(A).

Dans le reste de l’exercice, on suppose que si λ 6∈ σ(A) alors
(A−λId)−1 est compact. L’opérateur est dit à résolvante com-
pacte. C’est le cas du laplacien sur un domaine borné avec la
condition de Dirichlet.

3. Montrer que l’ensemble des valeurs valeurs propres de A forme un en-
semble discret de la forme

λ1 < λ2 < . . . .

4. Montrer que
λ1 = inf

x∈H\{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2

5. En déduire que
λi = inf

x∈V ⊥i \{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2

où Vi = ⊕i−1
j=1Ker(A− λjId).

On pose

µi = sup
V,

dim(V )=i−1

inf
x∈(D(A)∩V ⊥){0}

〈A(x), x〉
‖x‖2
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où le suprémum est pris sur les sous-espaces V de dimension i− 1.

On rappelle que si E est un borélien de IR, on peut définir
l’opérateur 1E(A) et que c’est un projecteur orthogonal.

6. Montrer que si µ < µn alors dim(Im1]−∞,µ](A)) < n.

7. Montrer que si µ ≥ µn alors dim(Im1]−∞,µ](A)) ≥ n.

8. Montrer que µ <∞.

9. En déduire que µi est la i-ième valeur propre de A comptée avec mul-
tiplicité.

10. En déduire que si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints bornés
inférieurement, dont les résolvante sont compactes et tels que A − B
soit positif alors pour tout i

λBi ≤ λAi ,

où λXi sont les i-ième valeurs propres de l’opórateur X.
11. On rappelle que le spectre du laplacien avec condition de Dirichlet sur

le carré [−1, 1]2 est {
π2

4 (k2
1 + k2

2) | ki ∈ Z
}

et que les vecteurs propres asscoiés sont les x 7→ ∏2
i=1 cos(πki xi2 ).

Déduire de ce qui précède que sur tout ouvert borné de IR2, il existe
C, qui dépend que du diamètre de Ω, telle que, les valeurs propres du
laplacien avec condition de Dirichlet vérifient

λn ≥ Cn pour tout n ∈ N∗.

Solution 12.0.2

1. Si A est positif et t > 0 alors 〈(A + tId)(x), x〉 ≥ t‖x‖2 donc A + tId
est injective. En fait, comme A est auto-adjoint, on a ‖A+ tId(x)‖2 ≥
t2‖x‖2, ce qui prouve que l’image est fermée. En effet si yn = (A +
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tId)(xn) converge vers y alors yn est de Cauchy et donc d’après l’in-
égalité xn est de Cauchy donc converge vers x tel que y = (A+ tId)(x).
Enfin, Soit x ∈ (Im(A + tId))⊥ alors 0 = 〈(A + tId)(x), x〉 ≥ t‖x‖2

et donc (Im(A + tId))⊥ = {0}. Finalement Im(A + tId) = H donc
A+ tId est inversible et d’inverse borné (ça norme vaut au plus 1

t
. Ce

qui prouve que σ(A) ⊂ IR+.
Si σ(A) ⊂ IR+ alors le théorème spectral assure que A est positif.

2. Il est clair que σ(A+cId) = σ(A)+c, or d’après la question précédente
σ(A+ cId) ⊂ IR+, d’ou σ(A) ⊂ [−c,=∞[.
Donc m existe et par définition σ(A −mId) ⊂ IR+ et donc d’après la
question précédente A−mId est positif.

3. Soit λ 6∈ σ(A) alors (A − λId)−1 est compact, donc son spectre est
ponctuel et les valeurs propres forment une suite (finieou dénombrable)
décroissante minoré (λn). Or on a µ ∈ σ(A) si et seulement si 1

µ−λ ∈
σ((A− λ)−1). En effet, on

A− µId =
(

(A− λId)−1 − 1
µ− λ

)
(A− λ)(λ− µ),

d’ou
σ(A) =

{
λ+ 1

λn
|n ∈ N∗

}
.

4. Soit x1 un vecteur propre unitaire associé à λ1 alors

λ1 = 〈A(x1), x1〉 ≥ inf
x∈H\{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2

D’autre part A− λ1Id étant positif, on a

〈A(x), x〉
‖x‖2 ≥ λ1 pour tout x ∈ H \ {0},

ce qui prouve l’égalité souhaitée.
5. On établit le résultat par récurrence. D’après la question précédente le

résultat est vrai pour i = 1. Supposons le vrai jusqu’au rang k. Alors il
est clair que sur V =

(
⊕kj=1Ker(A− λjId)

)⊥
, qui est stable par A, le

spectre de A est égale à λk+1 < λk+2 < . . . . Toujours en appliquant la
question précédente, on en déduit que

λk+1 = inf
x∈V \{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2 .
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6. On commence par remarquer que Im1]−∞,µ](A) ⊂ D(A) pour tout µ.
En effet comme spectre est borné inférieurement parm, on a 1]−∞,µ](A) =
1[m,µ](A). Comme [m,µ] est borné, le théorème spectral nous assure que
Im1]−∞,µ](A) ⊂ D(A).
Supposons que dim(Im1]−∞,µ](A)) ≥ n, alors si V est de dimension
n− 1 il existe x ∈ (V ⊥ ∩ Im1]−∞,µ](A)) \ {0} qui vérifient

〈A(x), x〉 =
∫ µ

−∞
tdµx(t) ≤ µ

∫ µ

−∞
dµx(t) = µ‖x‖2

donc
inf

x∈(D(A)∩V ⊥)\{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2 ≤ µ,

En passant au sup on obtient µ < µn ≤ µ, ce qui est une contradiction
et achève la question.

7. Supposons que Im1]−∞,µ](A)) ⊂ V avec dim(V ) = n − 1,alors V ⊥ ⊂
(Im1]−∞,µ](A))⊥ = Im1]µ,+∞[(A), et donc

inf
x∈(D(A)∩V ⊥)\{0}

〈A(x), x〉
‖x‖2 > µ,

En passant au sup on obtient µ ≥ µn > µ, ce qui est une contradiction
et achève la question.

8. Sinon d’après la question 6. on aurait dim(Im1]−∞,µ](A)) < n pour tout
µ. Comme, d’après le théorème spectral, H est la réunion de tout les
(Im1]−∞,µ](A)), on montre facilement que dim(H) ≤ n, ce qui contredit
les hypothèses de l’énoncé.

9. D’après 7., Im1]−∞,µn](A) est de dimension au moins n et est stable par
A, donc il contient au moins n vecteurs propres, associés à n valeurs
propres E1 ≤ · · · ≤ En. Soit xn un vecteur propre associé à En comme
xn ∈ Im1]−∞,µn](A), on a bien En ≤ µn. en fait l’inégalité est bien
une inégalité sinon d’après 6. on aurait dim(Im1]−∞,µn](A)) < n ce
qui serait absurde. Finalement µn est bien la n-ième valeur propre.

10. D’après la question 3. le spectre de A et B est ponctuel. On a alors

λXi = sup
V,

dim(V )=i−1

inf
x∈(D(A)∩V ⊥)0}

〈X(x), x〉
‖x‖2



185

où le suprémum est pris sur les sous-espaces V de dimension i − 1 et
X = A ou B. Enfin, on conclut, en utilisant le fait que 〈A(x), x〉 ≥
〈B(x), x〉 pour tout x.

11. Il faut tout d’abord montrer que si l’on note λn les valeurs propres,
rangés par ordre croissant, du laplacien sur le carré, alors il existe C
tel que

λn ≥ Cn pour tout n ∈ N∗.

Pour cela on remarque que n correspond au nombre de points à coor-
données entières positives dans le disque de rayon 2

√
λn
π

. Ce nombre est
contrôlé par le nombre de points à coordonnées entières positives dans
le carré de coté 2

√
λn
π

et dont le coin inférieur gauche est l’origine. On
note N =

[
2
√
λn
π

]
alors ce nombre est égal par N2 d’ou finalement

n ≤
(

2
√
λn
π

)2

,

En déduit alors facilement la propriété souhaité.

Soit maintenant, un domaine borné quelconque Ω. Il existe un carré C
de coté égale au diamètre de Ω qui contient Ω. De plus on a D(∆Ω) =
H1

0 (Ω) ⊂ D(∆C) = H1
0 (C). en utilisant la caractérisation de la ques-

tion 9., on en déduit facilement que λ∆C
n ≤ λ∆Ω

n . D’autre part C =
diam(Ω)

2 [−1, 1]2 ce qui donne λ∆C
n =

(
diam(Ω)

2

)2
λn puisque si φ est fonc-

tion propre de ∆C alors φ
(
diam(Ω)

2 .
)
est fonction propre de ∆[−1,1]2.

D’ou finalement(
diam(Ω)

2

)2

Cn ≤ λ∆Ω
n pour tout n ∈ N∗,

ce qui achève la question.
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Problème 12.0.4 (Peut-on entendre la forme un tambour ?) Le but de
ce problème est de démontrer la célèbre loi de Weyl : Soit Ω un domaine borné
de IRn et λi les valeurs propres du laplacien alors

lim
i→+∞

λi
i

=
(4π)n2 Γ

(
n
2 + 1

)
|Ω| .

Donc pour répondre au titre de ce problème, on peut "entendre" le volume
d’un tambour, puisque la connaissance du comportement asymptotique des
valeurs propres du domaine nous donne son volume.

Mais, en fait on peut obtenir beaucoup plus d’information en poursuivant
le développement limité. En particulier on a

∞∑
i=1

e−λit ∼ |Ω|2πt −
|∂Ω|√

2πt
+ 1− r

6 + o(1),

où r est le nombre de trous. On trouvera un schéma de preuve de cette es-
timation dans l’excellent article de Kac [Kac66]. Par contre on ne peut pas
retrouver le domaine simplement à partir de son spectre, puisqu’il existe des
domaines isospectraux, voir les figures à la fin du sujet. On en trouvera une
présentation claire dans [?].

Préliminaire : Théorème de Mercer
1. Soit K ∈ C0(Ω × Ω,C) tel que K(x, y) = K(y, x). Montrer que l’opé-

rateur A : L2(Ω)→ L2(Ω) défini par

A(f)(x) =
∫

Ω
K(x, y)f(y) dy

est compact et auto-adjoint.

Le théorème spectral nous assure l’existence d’une décomposition de
l’orthogonal du noyau en une somme orthogonale de sous-espaces propres
de dimension finie. On a alors une suite de valeurs propres réelles non
nulles λ1 ≥ · · · ≥ λk ≥ . . . , associées à des vecteurs propres φk que
l’on supposera de norme égale à 1.
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A priori cette suite peut-être finie, mais on la supposera tout le temps
infinie pour simplifier les notations.

2. A l’aide d’une formule intégrale montrer que les φk sont continues.
3. Montrer que si A est positif alors les λk sont strictement positifs.

Dans la suite A sera toujours supposé positif

4. Soit alors Kn(x, y) = K(x, y)−
n∑
k=1

λkφk(x)φk(y). Montrer que l’opéra-

teur An associé à Kn est un opérateur positif. En déduire queKn(x, x) ≥
0 pour tout x ∈ Ω et qu’il existe M tel que

n∑
k=1

λk|φk(x)|2 ≤M pour tout x.

Enfin montrer que
n∑
k=1

λk|φk(x)|2 converge.

5. En majorant
∣∣∣∣∣
m∑
k=n

λkφk(x)φk(y)
∣∣∣∣∣
2

et en utilisant la question précédente

, montrer que, pour y fixé,
n∑
k=1

λkφk(x)φk(y) converge uniformément

et absolument en x. On pose alors

K∞(x, y) = K(x, y)−
∞∑
k=1

λkφk(x)φk(y).

6. Toujours à y fixé, à l’aide Parseval et de la continuité de K∞(x, y),
montrer que K∞(x, y) = 0 pour tout x.

Ceci étant vraie pour tout y ∈ Ω, on définit la suite décroissante de

fonctions positives kn(y, y) = K(y, y)−
n−1∑
k=1

λk|φk(y)|2

7. Montrer que pour tout ε > 0, il existe N tel que pour tout y ∈ Ω tel
que 0 ≤ kn(y) ≤ ε.

8. En déduire que la convergence suivante
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K(x, y) =
∞∑
k=1

λkφk(x)φk(y),

est uniforme et absolue sur Ω× Ω.

Noyau de la Chaleur :
Définition 12.0.1 Soit p : Ω × Ω × (0,∞) une fonction C2 en les deux
premières variables et C1 en la dernière. On dit que p est un noyau de la
chaleur si

∂p

∂t
= ∆xp sur Ω× Ω× (0,∞),

p(x, y, t) = 0 dés que x ∈ ∂Ω
et

lim
t→0+

∫
Ω
p(x, y, t)u0(y) dy = u0(x)

uniformément pour toute fonction continue u0 s’annulant au bord de Ω.

On peut démontrer l’existence d’un tel noyau en calculant des solutions
approchées en partant du noyau de la chaleur sur IRn tout entier : 1

(4πt)n e
− ‖x−y‖

2
4t .

On démontre également, sans trop de peine, que
∫

Ω
p(x, y, t)u0(y) dy est alors

l’unique solution de l’équation de la chaleur avec u0 comme condition initiale,
mais on admettra ces résultats, ainsi que les conséquences suivantes :

— p(x, y, t) ≥ 0 pour tout x, y ∈ Ω,
— p(x, y, t) = p(y, x, t) pour tout x, y ∈ Ω,
— p(x, y, t+ s) =

∫
Ω
p(x, z, t)p(z, y, s) dz pour tout x, y ∈ Ω et t, s > 0.

On définit P (t) : L2(Ω)→ L2(Ω) par

P (t)(f)(x) =
∫

Ω
p(x, y, t)f(y) dy

pour tout f ∈ L2(Ω).
1. Montrer que P (t) est un opérateur compact auto-adjoint.
2. Montrer que P (t) vérifie la propriété de semi-groupe et en déduire que

P (t) est positif.
3. Montrer que ‖P (t)‖ ≤ 1.
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4. Soit φ1, . . . , φk, ... une base orthonormal de fonctionq propreq de (KerP (1))⊥
associées aux valeurs propres µ1, . . . , µk, . . . .

5. Montrer que pour tout i, k, l ≥ 1, on a

P

(
l

k

)
φi = µ

l
k
i φi,

puis que pour tout t > 0 et i ≥ 1

P (t)φi = µtiφi.

6. En déduire qu’il existe λk > 0 tel que

p(t, x, y) =
+∞∑
k=1

e−tλkφk(x)φk(y)

7. En utilisant le fait que P (t)φi = e−λitφi est solution de l’équation de
la chaleur montrer qu’en fait les φk forment aussi une base de vecteurs
propres de l’orthogonal du noyau du laplacien.

La fin du sujet est difficile et hors barème, n’essayez de la
traiter que si le reste est fait correctement.

On rappel que k(t, x, y) = 1
(4πt)n e

− ‖x−y‖
2

4t ets le noyau de la chaleur pour
Ω = IRn.

8. A l’aide du principe du maximum montrer qu’il existe t0 tel que

0 ≤ k(t, x, y)−p(t, x, y) ≤ 1
(4πt)n2

e−
d(y,∂Ω)2

4t pour tout 0 < t < t0 et x, y ∈ Ω×Ω.

9. Montrer qu’il existe t1 > 0 et C > 0 tels que

0 ≤ |Ω|
(4πt)n2

−
∞∑
i=1

e−λit ≤ Ct−
n−1

2 pour tout 0 < t < t1 et x, y ∈ Ω× Ω.

10. Conclure à l’aide du théorème Taubérien suivant
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Théorème 12.0.2 Soit N(λ) une fonction croissante tel que f(t) =∫ ∞
0

e−λtdN(λ) converge pour tout t > 0. Si f(t) ∼t→0+
A

tγ
pour γ > 0

alors

N(λ) ∼λ→+∞
Aλγ

Γ(γ + 1) .



Chapitre 13

Solutions des exercices

Solution de l’exercice 2.1.1 Il suffit de considérer l’intersection de toutes les
σ-algèbres qui contiennent F .

Solution de l’exercice 2.1.2 Considérons la σ-algèbre engendrée par les pavés
ouverts bornés. Il est clair qu’elle contient les pavés ouverts non-bornés. Il
n’est pas non plus difficile de voir qu’elle contient les pavés fermés. Enfin on
remarque qu’elle contient les pavés semi-ouverts.
Enfin on considère alors la suite suivante de partitions IRk = ⊔

i1,...,ik

[
i1
2n ,

i1+1
2n
)
×

· · ·×
[
ik
2n ,

ik+1
2n
)
pour montrer que tout ouvert est union dénombrable de pavés

semi-ouverts et conclure.

Solution de l’exercice 2.1.3 Tout d’abord on remarque trivialement qu’il suf-
fit de démontrer le résultat pour (0, 1). D’autre part comme (0, 1) est homéo-
morphe à IR, on se place sur IR dans ce qui suit. Par l’absurde, considérons
que

IR =
⊔
k

[ak, bk].

On note alors E = ⋃
k{ak, bk}. C’est le complémentaire de ⋃k(ak, bk), donc

c’est un ensemble fermé. De plus chaque point est un point d’accumulation
de E. On dit alors que E est un ensemble parfait. Or dans un espace complet
tout ensemble parfait est indénombrable. Par l’absurde, considérons X =
{x1, . . . , xk, . . .} un ensemble parfait. On note B1 = B(x1, 1), en considérant
une suite de point deX convergeant vers x1, on remarque qu’il existe B2 ⊂ B1
centrée en un point de X de rayon inférieur à 1/2 et disjointe de x1, puis on
trouve B3 ⊂ B2 centrée en un point de X de rayon inférieur à 1/4 et disjointe

191
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de x2 (et de x1), ... La suite des centres des Bi forme une suite de Cauchy
donc converge vers un élément de X, or cette élément est disjoint de tous les
xi par construction, ce qui est absurde.

Solution de l’exercice 2.1.4 Pour la première assertion on note que µ(B) =
µ(A) + µ(B \ A) et on utilise la positivité de la mesure. Pour la deuxième
assertion on note que µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B \ (A ∩ B)) et µ(B) = µ(A ∩
B) + µ(B \ (A ∩B)) puis on conclut à l’aide l’hypothèse.

Solution de l’exercice 2.1.5 Lorsque la suite est croissante on pose Bk = Ak\
(∪i<kAi), les ensembles Bk sont disjoints et on donc

µ

( ∞⋃
k=1

Bk

)
=
∞∑
k=1

µ (Bk) .

Or, d’une part ⋃∞k=1Bk = ⋃∞
k=1Ak et d’autre part

∞∑
k=1

µ (Bk) = lim
n→+∞

n∑
k=1

µ (Bk) =

lim
n→+∞

µ(Ak).
Dans le dans ou la suite n’est a priori pas croissante, on considère le même
suite Bk et on a

µ

(⋃
k

Ak

)
= µ

(⋃
k

Bk

)
=
∑
k

µ (Bk) ≤
∞∑
k=1

µ (Ak) .

Solution de l’exercice 2.1.6 Il susdit de remarquer que {x | f(x) > 1
n
} est

fini.

Solution de l’exercice 2.2.1 i) est évident, ii) est une conséquence du fait
qu’un recouvrement pour B est aussi un recouvrement pour A. Montrons
iii), pour cela on peut supposer que pour tout k on a µ∗(Ak) < +∞ sinon il
y a rien à montrer. Soit ε > 0, pour tout k, il existe alors une famille finie
Bj
k ∈M qui recouvre Ak et de sorte que∑

j

µ(Bj
k) ≤ µ∗(Ak) + ε

2k ,

puis en sommant ces inégalités sur k et en remarquant que la famille (Bj
k)k,j

recouvre ∪∞k=1Ak, on obtient que

µ∗ (∪∞k=1Ak) ≤
∞∑
k=1

µ∗(Ak) + ε,

il suffit alors de faire tendre ε vers 0 pour conclure.
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Solution de l’exercice 2.2.1 Il suffit de montrer que C est une σ-algèbre. En
effet comme elle contient F , elle contiendra nécessairement σ(F) et σ(F)
étant une classe monotone on obtient l’égalité.
Pour cela il suffit de montrer que C est stable par intersection finie, car dans ce
cas C seta stable par union car X ∈ C donc on peut passer au complémentaire
et on transforme une union en intersection via la formule

A ∪B = X \ ((X \ A) ∩ (X \B)).

Enfin Ak est une suite d’éléments quelconque de C, en posant Bk = ∪i≤kAi,
on transforme notre suite en suite croissante d’éléments de C.

Soit A ∈ F posons alors CA = {B ∈ C | A ∩ B ∈ C}. On montre sans
difficulté que CA est une classe monotone, comme elle contient F , alors elle
contient nécessairement C. En particulier si A ∈ F et B ∈ C alors A∩B ∈ C.
Soit A ∈ C posons alors CA = {B ∈ C | A ∩ B ∈ C}. Comme précédemment,
on montre que CA est une classe monotone, mais d’après le résultat précédent
elle contient F , donc elle contient nécessairement C.

Solution de l’exercice 2.2.2 Soit A un ensemble mesurable et B ⊂ N avec
N négligeable. Alors le complémentaire de A ∪ B est égale à X \ (A ∪N) ∪
(N \B) est bien de la forme voulue. Soient, maintenant, Soit Ak une famille
d’ensembles mesurables et Bk ⊂ Nk avec Nk négligeable, alors ⋃(Ak ∪Bk) =⋃
Ak∪

⋃
Bk avec

⋃
Bk ⊂

⋃
Nk, or d’après l’exercice 2.1.5 on a bien µ (⋃Nk) =

0, finalementM est bien une σ-algèbre.
Soit µ une mesure prolongeant µ alors, avec les même notations que plus haut,
on a µ(A) = µ(A) ≤ µ(A ∪ B) ≤ µ(A ∪N) = µ(A ∪N) ≤ µ(A). On définit
alors pour tout E = A∪B ∈M , µ(E) = µ(A). Il faut d’abord vérifier que la
définition ne dépend pas de la décomposition choisie. Si A∪B = A′∪B′ avec
B ⊂ N et B′ ⊂ N ′ où N,N ′ sont négligeables. µ(A) = µ(A∩A′)+µ(A\A′) ≤
µ(A ∩ A′) + µ(N ′) ≤ µ(A). Par symétrie on obtient l’égalité cherchée. On
vérifie alors sans peine qu’il s’agit bien d’une mesure.

Solution de l’exercice 2.3.1 Il suffit de vérifier qu’il s’agit d’une σ-algèbre car
toute σ-algèbre qui rend f mesurable est contenue dans f#M.

Solution de l’exercice 2.4.1 On procède par double inclusion. Soit B1×B2 ∈
B(IRn) ⊗ B(IRm), d’après l’exercice 2.1.2, Bi = ∪kP i

k où les P i
k sont des

pavés ouverts bornés. On a donc B1 × B2 = ∪k,lP 1
k × P 2

l ce qui prouve que
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B1 ×B2 ∈ B(IRn+m).
Soit B ∈ B(IRn+m) alors B = ∪kPk = ∪kP 1

k × P 2
k ∈ B(IRn)⊗ B(IRm).

Solution de l’exercice 2.4.2 Comme F ⊗ G ⊂ σ(F)⊗ σ(G), on a nécessaire-
ment σ(F ⊗G) ⊂ σ(F)⊗σ(G). Montrons alors l’autre inclusion. Soit A ∈ F ,
comme X est union dénombrable d’éléments de F , on a A× Y ∈ σ(F ⊗ G).
On pose alors

GA = {B ∈ σ(G) | A×B ∈ σ(F ⊗ G)},

on vérifie facilement, en utilisant le fait que A × Y ∈ σ(F ⊗ G), qu’il s’agit
bien d’une σ-algèbre et que donc σ(G) ⊂ GA et ceci pour tout A ∈ σ(F) . De
même pour tout B ∈ σ(G), on pose

FB = {A ∈ σ(F) | A×B ∈ σ(F ⊗ G)},

et on vérifie que σ(F) ⊂ FB et ceci pour tout B ∈ σ(G), ce qui achève la
preuve.

Solution de l’exercice 2.4.3 D’après le lemme des classes monotones, il suffit
de vérifier que l’intersection de deux pavés est un pavés et que X × Y est
dans la plus petite classe monotone, ce qui est évident.

Solution de l’exercice 2.4.4 Quitte à décomposer f , on peut supposer qu’elle
est à valeurs positives. D’après le théorème 2.1.1, f est limite d’une suite
croissante de fonctions mesurables étagées fn = ∑N

i=1 ai1Ai . D’après la pro-
position 2.4.1, les x 7→ f(x, y) sont mesurables. On conclut en passant à la
limite à l’aide du théorème de convergence monotone.

Solution de l’exercice 2.5.1 Par régularité, il existe une suite de compacts
Kn et une suite d’ouverts On tels que

Kn ⊂ A ⊂ On

et
µ(On)− 1

n
≤ µ(A) ≤ µ(Kn) + 1

n
.

En posant, K ′1 = K1 et Kn = K ′n−1 ∪ Kn d’une part et O′1 = O1 et
On = O′n−1 ∩ On d’autre part, on peut supposer que Kn est croissante et
On décroissante. On vérifie alors sans peine à l’aide de l’exercice 2.1.5 que
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K = ∪nKn et O = ∩nOn conviennent.

Enfin si X = ∪nKn et E mesurable, en appliquant ce qui précède à
En = E ∩Kn on trouver Fn fermé et On Gδ tel que µ(On \ Fn) = 0, dés lors
A = ∪nFn et B = ∩nOn conviennent.

Solution de l’exercice 2.5.2 Supposons qu’il existe O ouvert union d’ouverts
de mesures nulles tel que µ(O) > 0. Alors il existe un compact K ⊂ O tel que
µ(K) > 0. Pour tout x ∈ K il existe un ouvert de mesure nulle Ox tel que
x ∈ Ox. On obtient la contradiction souhaitée en extrayant un recouvrement
fini.

Solution de l’exercice 3.1.1 Il suffit de le démontrer pour I un intervalle
borné. Sinon on pose I l = I ∩ [l, l + 1) et I lk = Ik ∩ [l, l + 1) et on véri-
fie sans peine que

|I| =
∑
l

|I l|

et
|Ik| =

∑
l

|I lk|.

En supposant le résultat vrai pour un intervalle borné, le résultat général
suit par interversion des sommes.

On peut même supposer que I = [a, b], en effet le fait d’ajouter un point
ou deux ne change rien à la longueur. Enfin quitte à dilater et translater, on
suppose que I = [0, 1].

Tout d’abord, il est clair que pour tout n on a

n∑
k=1
|Ik| ≤ |I|,

et donc
∞∑
k=1
|Ik| ≤ |I|.

Montrons l’autre inégalité. Pour cela on fixe ε > 0 et à l’intervalle Ik on
associe un intervalle ouvert Jk de sorte que Ik ⊂ Jk et |Jk \ Ik| ≤ ε

2k . Comme
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les Jk recouvre I compact, on peut en extraire un recouvrement fini 1, ce qui
donne

|I| ≤
n∑
i=1
|Jki | ≤

∞∑
k=1
|Ik|+ ε.

Ceci étant vrai pour ε, on peut conclure.

Solution de l’exercice 3.1.2 Soit µ une mesure sur les boréliens invariante
par translation. Soit Ck = [0, 2−k), d’après l’exercice ??, les boréliens sont
engendrés par les Ck et leur translation. Donc il suffit de montrer que λ et
µ ne diffèrent que d’un facteur scalaire sur les Ck, ce qui est une simple
conséquence de la σ-additivité.

Solution de l’exercice 3.1.3 On a T#λ(E) = λ(T−1(E)), on vérifie que cette
mesure est invariante par translation sur IRk. Donc elle est égale à c.λ et on
calcul sur en regardant l’image du cube unité.

Solution de l’exercice 3.1.4 Par régularité, il existe un ouvert O contenant
E de mesure plus petite que ε

(2
√
k)k . En utilisant une fois de plus le fait que O

est dénombrables union de pavés semi-ouverts de coté η

2
√
k
, voir exercice ??.

Alors chaque pavés d’intersection non vide avec E est inclus dans une boule
de centré en E et de rayon

√
kη. On conclut en remarquant que le volume

d’une telle boule ne dépasse pas 2k
√
k
k fois celle du pavé qu’elle contient.

Solution de l’exercice 3.2.1 Soit N un ensemble de mesure nulle de IRm et P
un esemble non mesurable de IRn, comme L(IRm+n) est complète, on montre
facilement que N × P est Lebesgue-mesurable. Mais d’après la proposition
2.4.1, si N × P ∈ L(IRm) ⊗ L(IRn), alors P ∈ L(IRn), ce qui donne la
contradiction cherchée.

Solution de l’exercice 4.1.1 Considérer fn = 1[−n,n].

Solution de l’exercice 4.1.2 Appliquer le théorème 2.5.1.

Solution de l’exercice 4.1.3 1. Soit f ∈ Cc(G) et ε > 0, on note K le
support de f . Pour tout x ∈ K il existe un voisinage Ux de e tel que

|f(yx)− f(x)| < ε

2 ∀y ∈ Ux.

1. Quitte à réextraire, on peut même supposer que l’union des intervalles extrait forme
un intervalle.
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De plus, il existe un voisinage symétrique de e Vx tel que Vx.Vx ⊂ Ux.
Or les Vx.x recouvrent K on peut donc en extraire un recouvrement
fini (Vxi .xi)ni=1. On pose alors V = ∩iVxi . Soit x ∈ K et y ∈ V alors il
existe i tel que x ∈ Vxi .xi de sorte que yx = y(xx−1

i )xi ∈ Uxixi, d’ou

|f(yx)− f(x)| ≤ |f(yx)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)| ≤ ε.

Enfin si x 6∈ K et yx ∈ K alors on échange le role de x et yx, et si
x, yx 6∈ K alors il n’y a rien à démonter.

2. Soit V = {x |φ(x) > 1
2‖φ‖}, c’est un ouvert, et x0 ∈ V . Alors

supp(f) ⊂
⋃

x∈supp(f)
xx−1

0 V

n⋃
i=1

xix
−1
0 V

On a alors
f ≤

n∑
i=1

2‖f‖∞
‖φ‖∞

Lyiφ,

où yi = xix
−1
0 .

3. i) Soit ci et yi tels que

f ≤
n∑
i=1

ciLxiφ,

alors
Lyf ≤

n∑
i=1

ciLyxiφ,

d’ou (Lyf : φ) ≤ (f : φ). On obtient de même l’autre inégalité.
ii) Si

f1 ≤
n1∑
i=1

c1
iLx1

i
φ

et
f2 ≤

n2∑
i=1

c2
iLx2

i
φ,

alors
f1 + f2 ≤

n1∑
i=1

c1
iLx1

i
φ+

n2∑
i=1

c2
iLx2

i
φ,

d’où en passant à l’infimum, (f1 + f2 : φ) ≤ (f1 : φ) + (f2 : φ).
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iii) immédiat
iv) immédiat
v) Si

f ≤
n∑
i=1

ciLxiψ,

et
ψ ≤

m∑
j=1

djLyjφ,

alors
f ≤

∑
i,j

cidjLxiyjφ,

d’où le résultat.
4. Soit g ∈ C+(G) tel que g ≡ 1 sur supp(f1+f2), on pose h = f1+f2+δg,

pour un certain δ > 0 qu’on choisira plus tard, et hi = fi
h
∈ C+

c (G).
D’après 1), on sait qu’il existe V voisinage symétrique de e tel que

|hi(x)− hi(y)| < δ ∀i ,∀y ∈ V.x .

Soit φ ∈ C+
c (G) \ {0} tel que supp(φ) ⊂ V . Si h ≤ ∑j cjLxjΦ alors

fi = hhi ≤
∑
j

cjΦ(x−1
j x)(hi(x))

≤
∑
j

cj(hi(xj) + δ)Φ(x−1
j x)

En passant à l’infimum, on a

(fi : φ) ≤
∑
j

cj(hi(xj) + δ)

étant donné que supp(φ) ⊂ V . En sommant et en utilisant le fait que
h1 + h2 ≤ 1, on a

(f1 : φ) + (f2 : φ) ≤
∑
j

cjφ(x−1
j x)(1 + 2δ),

d’ou
Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ (1 + 2δ)Iφ(h),
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enfin
Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ (1 + 2δ)(Iφ(f1 + f2) + δIφ(g)),

il suffit alors de prendre δ assez petit.
5. D’après v)(f : φ) ≤ (f : f0)(f0 : φ), ce qui prouve l’inégalité de droite.

Toujours d’après v), on a (f0 : φ) ≤ (f0 : f)(f : φ), ce qui donne l’in-
égalité de gauche. Le théorème de Tychonov nous assure alors que les
Iφ sont dans un compact.

6. K(V ) est compact car sous-ensemble fermé d’un espace compact.

7. Soit Vi une suite décroissante de voisinage qui tendent vers e. On choisit
alors I ∈ ∩K(Vi), ce dernier ensemble est non vide car intersection
d’une suite décroissante de compacts non vides. Soit V un voisinage de
e et ε > 0 et f1, . . . , fn ∈ C+

c (G). On pose

UI = {J | |J(fi)− I(fi)| < ε ∀i}.

UI est un voisinage de I donc il existe un Iφ ∈ UI de support arbitrai-
rement petit donc dans V .

Appliquons ce qui précède à f1, f2 et f1 + f2, ε > 0 alors

I(f1) + I(f2) ≤ I(f1 + f2) + 3ε.

Et ceci pour tout ε > 0, donc I est sur-additive, mais comme chaque
Iφ est sous-addtive, invariante à gauche et homogène, on obtient le
résultat souhaité.

8. Soit f ∈ Cc(G), alors f = f+ − f− et on pose I(f) = I(f+) − I(f−).
Ce qui est une forme linéaire positive, le théorème de Riesz nous assure
alors de l’existence d’une mesure µ associé àI. Notamment µ vérifie∫

G
Lyf dµ =

∫
G
f dµ pour tout y.

Soit A un ensemble mesurable de mesure finie. D’après le théorème de
Lusin, on sait qu’il existe fn ∈ Cc(G) de norme au plus 1 qui ne diffère
de 1A d’un ensemble de mesure plus petite que 1

n
. On a alors

µ(y.A) =
∫
G
Ly(1A) dµ =

∫
G
Lyfn dµ+ δn =

∫
G
fn dµ+ δn,

où 0 ≤ δ ≤ 2
n
. On obtient le résulta voulu en passant à la limite.
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9. Comme µ ne charge aucun ensemble µ+ν négligeable, on a µ = f(µ+ν),
d’après le corollaire 10.5, où f est une fonction mesurable positive. Soit
K un compact, d’une part

µ(K) =
∫

1Kf(x) d(µ+ ν)

d’autre part

µ(K) = µ(yK) =
∫

1yKf(x) d(µ+ ν) =
∫

1Kf(yx) d(µ+ ν).

Par unicité de la dérivé de Radon-Nikodym on en déduit que pour tout
y ∈ G on a f(yx) = f(x) pour presque tout x. En appliquant le théo-
rème de Fubini à |f(yx) − f(x)|, on en déduit que f(yx) = f(x) pour
presque tout (x, y) par rapport à mesure produit, en particulier pour
presque tout x on a f(yx) = f(x) pour presque tout y. En choisissant
un tel x0, on en déduit que f(x) = f(x0). pour presque tout x, ce qui
achève la preuve.

10. On alors µ = c
c−1ν ou ν = c−1

c
µ.

Solution de l’exercice 4.1.4 Soit G un groupe admettant une mesure de Haar
finie. Soit U un voisinage compact de e. Alors il existe un nombre maximal de
points tel que les xiU soient disjoints. Soit K = ∪xixiU alors K est compact
et pour tout x ∈ G on a xK ∩K 6= ∅ donc x ∈ KK−1 qui est compact, ce
qui achève la preuve.

Solution de l’exercice 4.1.5 Si O est un ouvert non vide négligeable, quitte
à le translater on peut supposer qu’il contient e. Comme pour tout compact
K = ∪x∈Kx.O, en extrayant un recouvrement finie, on voit que tout compact
est négligeable, donc tout ouvert par régularité intérieur sur les ouverts, donc
la mesure est triviale.

Soit f ∈ L1(G, µ) et A = {x | f(x) 6= 0}. Alors A = ∪nAn où An =
{x | |f(x)| ≥ 1

n
}. µ(An) < +∞, donc par régularité on peut trouver un

d’ouvert Un contrant An de mesure finie. Soit alors un sous-groupe H ouvert
σ-compact, qui existe d’après la proposition 4.1.1. G est union disjointe des
xH tel que x ∈ G/H. Mais U ne rencontre qu’un nombre dénombrable de
xH puisque xH ∩ U est soit vide soit de mesure positive. Soit L le groupe
engendré par les xH rencontrant U c’est un groupe ouvert σ-compact, d’après
la proposition 4.1.1, qui contient U donc An. Donc An est inclus dans un
groupe ouvert σ-compact. Ce qui achève la preuve.
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Solution de l’exercice 4.1.6

Solution de l’exercice 4.1.7 La formule est évidente pour les fonctions carac-
téristiques, on l’obtient dans le cas général par approximation.
Avant de montrer la continuité de ∆, on montre d’abord que les opération
de translation à gauche et à droite sur L1(G) sont continues. Par exemple,
soit f ∈ Cc(G) et ε > 0, soit U un voisinage de e alors pour tout y ∈ U on a
supp(Lyf) ⊂ Usupp(f). Soit V un voisinage inclus dans U donné par le 1)
de l’exercice 4.1.3, de sorte que pour tout y ∈ V on ait ‖Lyf − f − ‖∞ ≤ δ,
δ étant un nombre positif que l’on choisira plus tard. On a

‖Lyf − f‖1

∫
G
|f(y−1x)− g(x)| dx ≤ δ|UK|.

Ce qui prouve bien, en choisissant δ assez petit, qu’il existe U voisinage de e
tel que si y ∈ U alors ‖Lyf − f‖1 ≤ ε.

En récrivant la première formule démontrée comme suit,

∆(y) = 1
c

∫
G
Ry−1 dµ(x),

et on a donc la continuité.

D’autre part,

∆(xy)µ(A) = µ(Axy) = ∆(y)µ(Ax) = ∆(y)∆(x)µ(A),

ce qui prouve, en choisissant A tel que 0 < µ(A) < +∞, que ∆ est un mor-
phisme.

Si G est abélien, il est clairement unimodulaire. si G est compact alors
l’image de G par ∆ est un groupe compact de (IR∗+,×) et donc est nécessai-
rement réduit à {1}.

On montre sans trop de peine que ∆
(

1 x
0 y

)
= |y|.

Solution de l’exercice 4.1.8
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Solution de l’exercice 4.1.9 On vérifie facilement qu’il s’agit d’un morphisme
continue. Soit x ∈ G, on a

〈Lxφ, Lxψ〉 =
∫
G
Lxφ(y)Lxψ(y) dµ(y)

=
∫
G
φ(x−1y)Lxψ(x−1y) dµ(y)

=
∫
G
φ(y)ψ(y) dµ(y) = 〈φ, ψ〉,

donc la représentation est bien unitaire.

Solution de l’exercice 4.1.10

Solution de l’exercice 4.2.1 Montrons tout d’abord qu’il s’agit bien d’une
mesure. Soit A = tAk avec Ak ∈ M. Soit ε > 0, il existe Aik une parti-
tionde Ak par dés éléments deM telle que ∑i |µ(Aik)| ≥ |µ|(Ak)− ε

2k . Alors
comme les Aik forme une partition de A, on a

|µ|(A) ≥
∑
k,i

|µ(Aik)| ≥
∑
k

∑
i

|µ(Aik)| =
∑
k

|µ|(Ak)− ε

En faisant tendre ε vers 0, on obtient la sur-additivité, c’est à dire

|µ|(A) ≥
∑
k

|µ|(Ak). (13.1)

Soit une autre partition A′l de A, on pose Bk,l = Ak ∩ A′l, on a

∑
l

|µ(A′l)| =
∑
l

∣∣∣∣∣∑
k

µ(Bk,l)
∣∣∣∣∣

≤
∑
l

∑
k

|µ(Bk,l)|

≤
∑
k

∑
l

|µ(Bk,l)|

En utilisant l’inégalité (13.1), on a alors∑
l

|µ(A′l)| ≤
∑
k

|µ|(Ak).

Puis en passant au sup sur toute les partition A′l, on obtient la sous-additivité
et donc la σ-additivité.
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Supposons qu’il existe A tel que |µ|(A) = +∞. Il existe alors une partition
Ak telle que ∑

k

|µ(Ak)| ≥ 2|µ(A)|+ 3.

il existe alors I ⊂ N fini tel que∑
k∈I
|µ(Ak)| ≥ 2|µ(A)|+ 2.

D’ou, avec des notations évidente,∑
k∈I+

µ(Ak)−
∑
k∈I−

µ(Ak) ≥ 2|µ(A)|+ 2.

On peut même supposer, par exemple, que∑
k∈I+

µ(Ak) ≥ |µ(A)|+ 1.

On note alors B = ∪k∈I+Ak. Finalement

|µ(A \B)| = |µ(A)− µ(E)| ≥ |µ(E)| − |µ(A)| ≥ 1.

En utilisant le fait que |µ| est additive, on a séparé A en un ensemble de
mesure plus grande que 1 et un ensemble de variation totale infinie. En
itérant ce processus, on trouve une famille Ck d’ensemble de mesure plus
grande que 1, ce qui contredit la converge nécessaire de ∑k µ(Ck).

Solution de l’exercice 4.2.3 Tout d’abord, on peut trouver une sous famille
de boules B′ de B disjointes et maximale. Dans le sens où toute boule n’appar-
tenant à B′ intersecte une boule de B′. Soit xn une suite dense on construit la
famille comme suit : on pose B0 = ∅, puis soit xn est dans une boule Bn ∈∈ B
disjointes des boules de Bn−1et on pose Bn = {Bn} ∪ Bn−1 sinon Bn = Bn−1.
On vérifie aisément que l’union des Bn vérifie la condition de maximalité.
Maintenant on "ordonne" les boules comme suit : soit R le sup des rayons
des boules on pose

Bi =
{
b ∈ B | R2i r(B) ≤ R

2i−1

}
.

Puis on construit notre famille par récurrence, en choisissant B1 une famille
maximal de B∞ et en choisissant Bn une famille maximale parmi les {B ∈
Bn ||B ∩B′ = ∀B ∈ ∪i<nBi. On vérifie alors que la famille ∪nBn convient.
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Solution de l’exercice 4.2.4 x 7→ 1
(xln(x)2 sur (0, e) et 0 sinon.

Solution de l’exercice 4.2.6 La première partie est évidente. Pour la seconde,
supposons que ν = fµ. On a nécessairement que A = {x f(x) > 0} est
dénombrable d’après l’exercice 2.1.6. Mais alors

∫
A f dµ = 0, donc f = 0,

contradiction.

Solution de l’exercice 4.2.7 Le théorème de Radon-Nykodim nous offre une
une première décomposition fλ + µs. Posons µ2({x}) = µ({x}) et µ1 =
µs − µ2. Montrons tout d’abord que µ2 est discrete. Comme µ est σ-fini,
on peut supposer que µ est fini. Alors {x |µ({x}) > 1

n
} est fini et donc

{x |µ({x}) > 0} est dénombrable. Il est alors claire que µ2 est continue.

Soit f : [0, 1]→ [0, 1] l’escalier de Kantor, on pose µf ([a, b)) = f(b)−f(a),
comme f est croissante cela définit une mesure. De plus elle est étrangère à
la mesure de Lebesgue car supporté sur un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle. Enfin elle est continue car f est continue.

Solution de l’exercice 4.3.1 Soit x un point de discontinuité, alors il existe un
rationnel rx ∈ (limy→x− f(y), limy→x+ f(y)). On vérifie sans peine que x 7→ rx
est injective, ce qui prouve la première partie de l’exercice.

Par construction f−Jf est croissante et continue, Posons Eε =
{
x | lim suph→0

J(x+h)−J(x)
h

> ε
}
.

Tout d’abord Eε est mesurable, car lim suph→0
J(x+h)−J(x)

h
est mesurable.

En effet posons, pour k > m, EN
k,m = sup 1

k
≤|h| 1

m

∣∣∣JN (x+h)−JN (x)
h

∣∣∣ où JN =∑N
n=1 snhn(x). On remarque que chaque FN

k,m est mesurable et on conclut en
passant à la limite en N , puis k et enfin m.
Pour démontrer la deuxième partie, il suffit de montrer que, pour tout ε > 0,
on a |Eε| = 0. Soit η > 0, il existe N tel que∑

n>N

sn < η,

D’ou, si
J0(x) =

∑
n>N

snhn(x),

alors
J0(b)− J0(a) < η.
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Comme J − J0 est une somme finie de sauts, l’ensemble des points tels que
lim suph→0

J0(x+h)−J0(x)
h

> ε a la même mesure que Eε, donc il existe K com-
pact tel que |K| > |Eε|

2 et lim suph→0
J0(x+h)−J0(x)

h
> ε pour tout x ∈ K. K est

donc recouvert par des intervalle (ax, bx) tel que J0(bx)− J(ax) > ε(bx− ax),
on peut en extraire un recouvrement fini, dont on réextrait un recouvrement
de Vitali, noté (aj, bj) finalement on a

J0(b)− J0(a) ≥
N∑
j=1

J0(bj)− J0(aj) ≥ ε
∑
j

(bj − aj) ≥
ε

3 |K| ≥
ε|Eε|

6 .

On conclut en faisant tendre η vers 0.

Solution de l’exercice 4.3.2 E est clairement ouvert et on montre facilement
que tout ouvert est union dénombrable d’intervalles disjoints. Soit (ak, bk) un
intervalle fini de cette décomposition, comme ak 6∈ E, on a nécessairement
f(bk) ≤ f(ak). Supposons que l’inégalité soit stricte, on choisi alors c ∈
(ak, bk) le point le plus à près de bk tel que

f(c) = f(bk) + f(ak)
2

, ce potin existe par le théorème des valeurs intermédiaire. Comme c ∈ E,
il existe d > c tel que f(d) > f(c), mais comme bk 6∈ E, on a d ∈ (c, bk),
on trouve une contradiction puisque le théorème des valeurs intermédiaires
fourni un c′ ∈ (d, bk) tel que f(c′) = f(c).

Solution de l’exercice 4.3.4 On suppose que δ < |E| sinon il y a rien à mon-
trer. En appliquant le lemme de Vitali on peut trouver une une famille finie
de boule disjointe Bi telle que ∑i |Bi| ≥ δ

5d . Soit
∑N
i=1 |Bi| ≥ |E| − δ. et c’est

fini, sinon on pose E2 = E \ ∪Bi comme |E2| > δ on trouve une nouvelle
famille B2

i tel que ∑i |B2
i | ≥ δ

5d . On peut même supposer que les B2
i sont dis-

joints des Bi quitte à travailler sur un sous-recouvrement de E2 étant donné
que E2 est ouvert. On ibère ainsi le processus qu’y s’arrête puis qu’a l’étape
n on possède une famille de boule disjointe tell que ∑i,n |Bn

i | ≥ nδ
5d .

Solution de l’exercice 6.3.1 Il suffit de remarquer que λ−11+λ−1b(λ1−ab)−1a
est l’inverse de λ1− ba.

Solution de l’exercice 6.3.2 La première assertion est évidente. Soit λ ∈ ∂σB(x),
il existe λn tel que x− λn1 soit inversible dans B si λ 6∈ σA(x) alors x− λ1
est inversible dans A et donc dans B, car B est fermé. Ce qui est une contra-
diction puisque λ ∈ ∂σB(x) ⊂ σB(x).
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Solution de l’exercice 6.3.3 Il suffit de démontrer que ‖x2n‖ = ‖x‖2n et d’ap-
pliquer la formule du rayon spectral.

Solution de l’exercice 6.4.1 Soit φ ∈ M, x ∈ A et λ ∈ C avec |λ| > ‖x‖.
Alors 1 − x

λ
est inversible, donc φ(1 − x

λ
) 6= 0, d’ou φ(x) 6= λ. On en déduit

que ‖φ‖ ≤ 1. Enfin comme φ(1) = 1 on a ‖φ‖ = 1.

Solution de l’exercice 6.4.2 Montrons que l’ensemble des idéaux stricts est
inductif. Soit Ij une famille croissante d’idéaux. On pose I = ∪iIi, on vérifie
sans peine que c’est un idéal. De plus I 6= A sinon 1 ∈ Ii pour un certain i
et on aurait Ii = A.
En appliquant le lemme de Zorn, on trouve un idée maximal et donc un
caractère d’après le théorème 6.4.1.
Si x ∈ A il est clair que φ(x) 6= 0 pour tout φ ∈ MA. Si x ∈ A est non
inversible. Il engendre un idéal strict de A, qui contient un idéal maximal et
donc, d’après le théorème 6.4.1, il existe φ ∈MA tel que φ(x) = 0. strict de
A

Solution de l’exercice 6.4.4 Commençons par établir la bijectivité. Soit χ, χ′ ∈
ML1(G) tels que mχ = mχ′ , on a alors∫

G
f(x)χ(x)− χ′(x) dx = 0,

pour tout f ∈ Cc(G). D’ou, par continuité, χ = χ′. Soit maintenant m ∈
ML1(G), on peut supposer m 6= 0 dans ce cas il existe g ∈ Cc(X) tel que
m(g) 6= 0 on pose alors

χ(x) = m(Lxg)
m(g)

.

On montre alors que χ est continue et de plus, comme

m(Lxg)m(Ly(g) = m(LXg ∗ Lyg) = m(Lxyg ∗ g) = m(Lxyg)m(g),

on en déduit que χ est compatible avec la multiplication. Enfin Soit f ∈
Cc(G), on a ∫

G
f(x)χ(x) dx = 1

m(g)

∫
G
f(x)m(Lxg) dx

= 1
m(g)m

(∫
G
f(x)Lxg(y) dx

)
= 1
m(g)m (f ∗ g) = m(f).



207

Ici on a utilisé la proposition 5.2.1 et l’exercice 5.2.3. Reste à vérifier que
χ ∈ U, pour cela on considère une approximation de l’unité fj de sorte que

|χ(x)| =
∣∣∣∣limj fj ∗ χ

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣limj

∫
Lxfjχdx

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣limj m(Lxfj)

∣∣∣∣ ≤ lim
j
‖Lxfj‖1 = 1.

Comme χ(x−1) = χ(x)−1, on en déduit que |χ(x)| = 1.

Soit χn une suite de caractères convergeant sur tout compact, f ∈ML1(G)
et ε > 0. On peut trouver g ∈ Cc(G) telle que ‖f − g‖1 ≤ ε

3 . Alors il existe
N tel que pour tout n ≥ N on ait

|mχn(g)−mχ(g)| ≤ ε

3 .

On a alors, pour tout n ≥ N ,

|mχn(f)−mχ(g)| ≤ |mχn(f)−mχn(f)|+|mχn(g)−mχ(g)|+|mχ(g)−mχ(f)| ≤ ε,

Ce qui prouve la continuité de χ 7→ mχ.

Enfin les intersections finies de V (K,U) forment une base de voisinages de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Donc pour montrer
la continuité de l’application réciproque il suffit de montrer que pour tout
caractère χ0, K compact et ε > 0, il existe δ > 0, f1, . . . , fl ∈ L1(G) tel que
si

|mχ0(fi)−mχ(fi)| ≤ δpour tout 1 ≤ i ≤ l

alors
‖χ− χ0‖L∞(K) ≤ ε.

Remarquons tout d’abord que, vu que χ ∈ U, on a

mχ(f)−mχ0(f) =
∫
G
f (χ− χ0)

=
∫
G
f χ0(χχ0 − 1)

= mχχ0(fχ0)−m1(fχ0)
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Donc afin d’évaluer cette différence on peut supposer que χ0 = 1. Soit f ∈
L1(G) tel que m1(f) = 1 et U un voisinage symétrique de e tel que

‖Lx(f)− f‖1 ≤
ε

3 pour tout x ∈ U.

On peut trouver un ensemble fini de points xi ∈ G tel que K ⊂ ∪ni=1xiU . On
pose alors fi = Lx−1

i
(f) et f0 = f et δ = ε

3 . Si

|mχ(fi)− 1| ≤ δ pour tout 0 ≤ i ≤ n, (13.2)

alors si x ∈ K, il existe i tel que x ∈ xiU et on a

|χ(x)− 1| ≤ |χ(x)− χ(x)mχ(f0)|+ |χ(x)mχ(f0)−mχ(fi)|+ |mχ(fi)− 1|

Le premier et le troisième terme du membre de droite sont plus petit ε
3 vu

(13.2). Et

|χ(x)mχ(f0)−mχ(fi)| = |mχ(Lx−1f)−mχ(fi)|,

car

χ(x)mχ(fi) = χ(x)
∫
G
f(y)χ(y) dy

=
∫
G
f(y)χ(x−1)χ(y) dy

=
∫
G
f(y)χ(x−1y) dy

=
∫
G
Lx−1(f)(y)χ(y) dy.

Au final, comme x−1xi ∈ U , le second terme vérifie

|χ(x)mχ(f)−mχ(fi)| ≤ ‖Lx−1(f)− fi‖1 ≤ ‖Lxix−1(f)− f‖1 ≤
ε

3 ,

ce qui achève la preuve.

Pour montrer que f̂ s’annule à l’infini, il suffit de remarquer queML1(G)∪
{0} est compact.

Solution de l’exercice 7.0.1 Sauf l’indication tout est relativement immédiat.
Pour Montrer l’indication on remarque tout d’abord que

‖A‖2 = sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

<〈y, A(x)〉.
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C’est une simple conséquence de Cauchy-Schwarz. Puis il suffit de polariser
cette relation en montrant que

4<〈y, A(x)〉 = 〈(y + x), A(y + x)〉 − 〈(y − x), A(y − x)〉.

En effet on écrivant 2y = (y + x) + (y − x) et A(x) = A(x + y) + A(x− y),
on a

4〈y, A(x)〉 = 〈(y + x), A(y + x)〉 − 〈(y − x), A(y − x)〉+ 〈(y − x), A(y + x)〉 − 〈(x+ y), A(y − x)〉,

or

〈(y − x), A(y + x)〉 = 〈A(x+ y), (y − x)〉 = 〈(x+ y), A(y − x)〉,

ce qui prouve que le second terme est imaginaire, on vérifie facilement que le
premier est réel.

Ce qui donne,

‖A‖ ≤ sup
‖x‖≤1

|〈Ax, x〉|‖y+x‖2− sup
‖x‖≤1

|〈Ax, x〉|‖y−x‖2 ≤ sup
‖x‖≤1

|〈Ax, x〉|2(‖y‖2+‖x‖2,

Ce qui au passant au sup

‖A‖ ≤ sup‖x‖≤1〈Ax, x〉.

L’autre inégalité étant évidente au peut conclure.

Solution de l’exercice 7.0.2 Attention le premier résultat n’est vrai que dans
le cas complexe. Pour cela on remarque 〈Ax, x〉 = 〈x,A(x)〉 = 〈x,A(x)〉,
puisque toutes les quantités sont positives donc réelles. On conclut alors à
l’aide des identités de polarisation suivantes

〈x,A(y)〉 = 1
4 ((〈x+ y, A(x+ y)〉 − 〈x− y, A(x− y)〉) + i (〈x+ iy, A(x+ iy)〉 − 〈x− iy, A(x− iy)〉))

et

〈A(x), y〉 = 1
4 ((〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉) + i (〈A(x+ iy), x+ iy〉 − 〈A(x− iy), x− iy〉)) .

D’ailleurs son vérifiera que si S n’est pas autoadjoint, alors I − S non
plus, par contre I − S est positif dés que ‖S‖ ≤ 1.
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Pour le deuxième point, il suffit d’écrié ‖(Id − A)‖ = supx∈H |〈(Id −
A)(x), x〉|.

Enfin, quitte à multiplier A par un scalaire positif, supposons que ‖A‖ ≤
1. Considérons la série suivant

√
1− z =

∞∑
n=0

cnz
n,

qui converge absolument sur le disque fermé. Donc ∑ cn(Id − A)n converge
normalement vers un opérateur B. Comme la série converge absolument on
peut calculer B2 et réarrangeant les termes et montrer qu’on a bien B2 = A.
Comme , 0 ≤ Id−A ≤ Id on a 0 ≤ 〈x, (Id−A)n(x)〉 ≤ 1 pour tout x, d’ou

〈x,B(x)〉 = 1 +
∞∑
n=1

cn〈x, (Id− A)n(x)〉 ≥ 1 +
∑
n=1
∞cn ≥ 0,

ici on utilisé le fait que les cn sont négatifs pour n ≥ 1. Donc B est positif.
Reste à montrer l’unité. Soit C positif tel que C2 = A alors CA = A3 = AC
donc C commute avec A donc avec B. On a donc

(C −B)B(C −B) + (C −B)C(C −B) = (C2 −B2)(C −B) = 0,

or comme C−B est auto-adjoint on vérifie que les deux termes de gauche sont
positifs. comme leur somme est nulle, leur différence aussi , donc (C−B)3 = 0,
d’où ‖(C −B)4‖ = ‖C −B‖4 = 0, ce qui achève la preuve.

Solution de l’exercice 7.0.3 Pour tout x on a x∗1∗ = (x1)∗ = x∗ = (1x)∗ =
1∗x, dou 1∗ = 1. Pour tout x on a ‖x‖2 = ‖xx∗‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖ d’ou ‖x‖ ≤ ‖x∗‖
, on conclut par symétrie.

Solution de l’exercice 7.0.4 On remarque ‖a2‖ = ‖a‖2 et on procède comme
dans l’exercice 6.3.3.
On vérifie facilement que a − λ1 est inversible si et seulement si (a − λ1)∗
est inversible, ce qui répond à la deuxième partie de l’exercice.

Solution de l’exercice 9.2.1 Tout d’abord on remarque que σ(T ) et σ(T ′)
sont inclus dans Bf (0, 1). En effet ‖T‖ = ‖T ′‖ = 1. Soit |λ| < 1 alors
T (1, λ, λ2, . . . ) = λ(1, λ, λ2, . . . ) donc B(0, 1) ⊂ σp(T ). En déduit que σ(T ) =
Bf (0, 1) puisque le spectre est fermé. On montre facilement qu’en fait σp(T ) =
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B(0, 1) et σp(T ) = ∅.
Soit |λ| = 1 si Im(T − λId) 6= l1 alors il existe a ∈ l∞ tel que

〈(T − λId)(b), a〉 = 0 ∀b ∈ l1

ce qui implique
〈b, (T ′ − λ∗Id)a〉 = 0 ∀b ∈ l1

et donc λ∗ ∈ σp(T ′), ce qui est absurde. Donc σr(T ) =, on en déduit immé-
diatement que σc(T )S1. De même on montrer que B(0, 1) ⊂ σr(T ′).
Enfin montrons que si |λ| = 1 alors Im(T ′ − λId) 6= l∞. En fait on va d’abord
montrer que T ′ − λId n’est pas surjectif. En effet si b = (T ′ − λId)(a)
alors bn = an−1 − λan ce qui implique an = λ(an−1 − bn) ce qui donne
an = −λbn−· · ·−λ

n
b1, donc si bn = λ

n il est clair que l’antécédent n’est pas
dans l∞. Montrons qu’en fait l’image est disjointe de B(b, 1

2) pour bn = λ
n.

Si ce n’est pas le cas il existe a ∈ l∞ tel que b = T ′(a)−λa+ δ avec |δn| ≤ 1
2 .

On a alors an = λ(an−1− bn + δn) et donc an = −(1−n)λn +∑n
k=1 δkλ

n−k−1.
Ce qui donne

|an + (1− n)λn| ≤ n

2 ,

ce qui prouve que a 6∈ l∞. Finalement σr(T ′) = Bf (0, 1).

Solution de l’exercice 9.2.2 Soit x ∈ H, on a

〈T (x), T (x)〉 = 〈x, T ∗(T (x))〉 = 〈x, T (T ∗(x))〉 = 〈T ∗(x), T ∗(x)〉,

ce qui démontre l’indication. Soit maintenant λ 6∈ σp(T ) alors

Im(T − λId) = (Ker(T ∗ − λ∗Id))⊥ = (Ker(T − λId))⊥ = H,

donc λ 6∈ σr(T ).

Solution de l’exercice 9.3.1 Supposons que 0 n’est pas dans le spectre. Par
le théorème du graphe fermé, l’application inverse est continue. Soit K =
T−1(B(0, 1)) , K est borné par continuité de l’inverse. Donc l’image de K
est compact, ce qui est une contradiction.

Solution de l’exercice 9.3.2 Soit xn une suite borné de H, on peut alors en
extraire une sous-suite convergeant au sens-faible vers x. On a alors

‖T ∗(xn)− T ∗(x)‖ = 〈T (T ∗(xn − x)), xn − x〉
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Or on peut réxtraire une suite tel que le membre de droite du produit scalaire
converge fortement, par compacité de T . Finalement le produit scalaire ten-
dra vers 0, ce qui montre bien qu’on peut extraire une suite telle que T ∗(xn)
converge.

Solution de l’exercice 9.3.3 Soit xn ⇀ x, on a pour tout y ∈ H,

〈T (xn), y〉 = 〈xn, T ∗y〉 → 〈x, T ∗(y)〉 = 〈T (x), y〉.

Donc T (xn) ⇀ T (x). Soit une suite extraite, toujours notée, xn, de sorte que
T (xn) converge vers y. Mais par unicité de de la limite faible, on a y = T (x).
Comme toutes les suites extraites convergentes on la même limite, on en
déduit que T (xn) converge fortement.

Solution de l’exercice 9.4.1 D’après l’alternative de Fredholm si λ 6= 0 alors
T − λId est inversible si et seulement si elle est injective. Donc σ(T ) \ {0} =
σp(T ).
Soit λ un point d’accumulation, alors il existe une suite λn injective d’élé-
ments du spectre qui converge vers λ. On peut supposer que λn 6= 0 pour
tout n et donc d’après ce qui précède il existe xn tel que ‖xn‖ = 1 et
T (xn) = λnxn. On extrait de xn une sous suite qui converge faiblement vers
x. Alors T (x) = λx. Mais comme λ 6= λn pour tout n, on a 〈xn, x〉 = 0. En
passant à la limite on a x = 0. or si λ 6 0 alors xn = T (xn)

λn
converge fortement,

ce qui est une contradiction et pouce que la seul point d’accumulation est 0.

Solution de l’exercice 9.5.1 On le montre par récurrence sur le nombre de
variable. En dimension 1 c’est évident. On va montrer comment passer de k
à k + 1 variables. Soit p(x, y) = ∑l

i=0 x
iqi(y), où y représente k variables, on

a
∆p = −

l−2∑
i=0

xiqi+2(y) +
l∑

i=0
xi∆qi(y).

Donc pour résoudre δp = r = ∑l
k=0 x

isi(y) il suffit d’avoir ∆qi = si + qi+2
pour tout l ≤ l − 2, δql = sl−2 et δql = sl−2. Ce système emboité admet une
solution par hypothèse de récurrence, ce qui achève la preuve.

Solution de l’exercice 9.5.2 Soit P (x, y, z) = ∑
aijkx

iyjzk, on fait agir

gθ =

 cos(θ) sin(θ) 0
−sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1


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sur P . En particulier P (gθ(r, 0, 0)) = P (g0(r, 0, 0) pour tout θ, ce qui donne
le résultat.

Solution de l’exercice 9.6.1 Attention,il n’est pas vrai en général qu’un es-
pace de codimension finie est fermé. Soit H un espace de Hilbert de dimen-
sion infinie. D’après le lemme de Zorn il existe une base albégrique (ei)i∈I .
Cette base est nécessairement indénombrable, sinon L’espace serait union
dénombrable de fermé d’intérieur vide. On extrait alors I0 ⊂ I dénombrable
de sorte que les (ei)i∈I0 soient dense. Soit i0 ∈ I \ I0, il est alors clair que
F = V ect((ei)i∈I\{i0}) est dense et de codimension 1.

Dans notre cas qui a regarder T : Ker(T )⊥ → H on peut supposer que
T est injective. Il existe V tel que IM(T )⊕V = H et dim(V ) <∞. Comme
dim(V ) < +∞ on a H = V ⊕ V ⊥. Soit π la projection sur V ⊥ et S = π ◦ T .
On montre sans peine que S est inversible. Soit alors xn une suite telle que
T (xn)→ y alors S ′xn)→ π(y) et xn → S−1(π(y)) = x. Finalement on a bien
y = T (x), ce qui prouve que l’image est fermée.

Solution de l’exercice 9.6.2 Comme tout spectre il s’agit d’un compact non
vide. Soit maintenant ‖ambda ∈ σe(T ) alors T − λId n’est pas inversible et
donc il en va de même de T − λId.

Solution de l’exercice 9.6.3 Soit b ∈ l2 tel que b = (T −λId)(a), alors an+1 =
bn + λan. Si |λ| < 1 alors(

n∑
k=1
|an+1|2

) 1
2

≤
(

n∑
k=1
|bn|2

) 1
2

+ |λ|
(

n∑
k=1
|an|2

) 1
2

. On en déduit facilement que pour tout b ∈ l2, la suite a définie par récurrence
en posant a1 = 0 est bien un antécédent dans l2.
Par contre si on considère le cas |λ| = 1 et (bµ)n = µn avec µ ∈ (0, 1). Si
a est un antécédent de µ on a an+1 = µn + λan, dou yn+1 = µ−1 + λ

µ
yn, où

yn = µ−nxn. En posant l = 1
µ−λ on a xn = lµn + λn(x1 − l). Comme xn doit

converger vers 0 on a x1 = l et alors xn = x1µ
n ce qui impose λ + 1 = µ

ou x1 = 0, dans les deux cas c’est absurde. Donc l’image est de codimension
infinie, T − λId n’est pas fredholm, donc T − λId n’est pas inversible.

Solution de l’exercice 9.6.4 On sait qu’il existe S ∈ B(H) et R ∈ K(H)
tel que TS = Id + R. Dés lors (T + K)S = Id + R′ où R′ ∈ K(H). Or
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Ind(Id + R) = Ind(Id + R′) = 0. D’ou Ind(T ) = Ind((Id + R)S−1) =
Ind(S−1) = Ind((Id+R′)S−1) = Ind(T +K).

Solution de l’exercice 9.7.1 Commençons par montrer que I1(H) est stable
par somme. Soit A,B ∈ I1(H), alors il existe U, V et W unitaire tel que
A = U |A|, B = V |B| et A+B = W |A+B|. On a alors

∑
n

〈en, |A+B|en〉 =
∑
n

〈en,W−1(A+B)en〉

=
∑
n

〈en,W−1Aen〉+
∑
n

〈en,W−1Ben〉

=
∑
n

〈en,W−1U |A|en〉+
∑
n

〈en,W−1V |B|en〉

=
∑
n

〈(W−1U |A|
1
2 )en, |A|

1
2 en〉+

∑
n

〈(W−1V |B|
1
2 )en, |B|

1
2 en〉

≤
(∑

n

‖|A|
1
2 (W−1Uen)‖2

) 1
2
(∑

n

‖|A|
1
2 en‖2

) 1
2

+ ≤
(∑

n

‖|B|
1
2 (W−1V en)‖2

) 1
2
(∑

n

‖|B|
1
2 en‖2

) 1
2

≤ Tr(|A|) + Tr(|B|)

La stabilité par multiplication scalaire et adjoint est évidente. Montrons que
c’est un idéal.D’après lemme précédent, il suffit de montrer que que si Soit
A ∈ I1(H) et U unitaire alors AU,UA ∈ I1(H). Or on vérifie aisément
que |AU | = U∗|A‖U et |UA| = |A|, ce qui nous permet de conclure. Enfin
montrons que Tr(AU) = Tr(UA) pour tout A ∈ I1(H) et U unitaire, le
lemme nous permettra de conclure. Or

Tr(AU) =
∑
n

〈en, AUen〉 =
∑
n

〈U∗en, Aen〉

=
∑
n

〈en, UAen〉 =≤ Tr(UA).

Solution de l’exercice 9.8.1 B commute avec tout les polynôme en A et donc
par passage à la limite avec tout les f(A) avec f continue sur le spectre. On
veut montrer que 〈x,Bf(A)y〉 = x, f(A)By〉 pour tout x, y ∈ H, c’est à dire

Lf (x,Bf(A)y) = Lf (x, f(A)By) por tout x, y ∈ H.
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Or ceci est vrai pour toute fonction continue et comme on l’a vu lors de la
preuve de la proposition 9.8.2, il suffit d’appliquer le théorème de Lusin pour
passer à la limite.

Solution de l’exercice 9.8.2 Comme T commute avec 1E(T ) d’après l’exer-
cice précédent, il clair que VE est stable par T .

Toujours d’après l’exercice précédent chaque élément de l’ensemble irré-
ductible avec tout les 1E(T ). Et donc chaque VE est soit nulle soit égale à H.
En appliquant le corollaire 9.8.1 autour d’un élément λ du spectre, on obtient
que 1{λ}(T ) = Id, donc d’après e corollaire 9.8.1 il n’y a qu’un élément dans
le spectre, puisque la mesure spectrale doit être nulle sur le voisinage de tout
autre élément. Finalement T est bien proportionnel à l’identité.

Solution de l’exercice 9.8.3 On commence par écrie la formule d’inversion de
Fourier,

f(x) =
∫

I
Rf̂(y)ei2πxy dy.

Puis en utilisant la continuité de l’application linéaire f 7→ f(T ) sur les
fonction continue, les propriétés de l’intégrale de Bochner nous permette de
conclure.

Solution de l’exercice 10.1.1 Notons Mg la multiplication par g, il est clair
que {f | gf ∈ L2} = D(Mg). Supposons que µ est finie, alors si f ∈ L2 on
pose fn(x) = f(x) si |g(x)| ≤ n et 0 sinon. Comme fn est bornée elle est
dans D(Mg). Enfin on montre à l’aide du théorème de convergence dominée
que ‖f − fn‖2 tend vers 0 quand n tend vers l’infinie.

Solution de l’exercice 10.1.2 Si T ⊂ S alors le graphe de T est inclus dans
celui de S et donc l’adhérence du graphe de T est également inclus dans celui
de S puisque S est fermé. Donc l’adhérence du graphe de T définit bien une
application, il est alors clair que c’est la plus petite extension fermé de T .

Solution de l’exercice 10.1.3 le graphe de i d
dx

est exactement {(f, i df
dx
| f ∈

C∞c (IR)} dont la fermeture pour la norme ‖f‖2+‖ df
dx
‖2 est exactementH1(IR).



216 CHAPITRE 13. SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution de l’exercice 10.1.4 Soit f ∈ C∞c (IR) alors

2πiU(f) = −
∫

I
Rf(t) d

dt
e−2πixt dt∫

I
Rdf(t)

dt
e−2πixt dt

U

(
df(t)
dt

)
,

donc on a bien xU(f) ∈ L2(IR) et

d

dx
⊂ U−1M2iπxU.

Solution de l’exercice 10.1.5 Soit y ∈ D(T )∗ alors comme x 7→ 〈x, T (y)〉 est
continue, on peut la prolonger par continuité à l’adhérence du de D(T ) et
par 0 en dehors. Donc le théorème de Riesz nous assure l’existence de T ∗(y).
Enfin si le domaine est dense alors comme D(T )⊥ = {0} alors T ∗(y) est
unique.

Solution de l’exercice 10.1.6 On commence par construire un opérateur non
fermable. On considère une base de hilbert en et V = V ect(en). Comme
H est de dimension infinie il n’admet pas de base algébrique dénombrable
(conséquence du théorème de Baire), donc il existe z ∈ H \ V . On définit
alors T : V ⊕Cz → H par T (x+ λz) = λz. On montre alors que l’adhérence
du graphe de T est H × Cz et donc n’est pas le graphe d’une application.
On va complexifier cette exemple de sorte que l’adhérence du graphe soit
H ×H et dans ce cas comme le graphe de T ∗ est l’orthogonal du graphe de
T , il sera réduit à {0} × {0}. Pour cela on considère e′n = en = z

n
, c’est une

famille dense de H et V = V ect(e′n) est un supplémentaire de V . On définit
alors T : V ⊕W → H par T (x + y) = λy. On montre alors que l’adhérence
du graphe de T est H ×H, ce qui nous permet de conclure.

Solution de l’exercice 10.1.7 On a D(Mx) = {f |xf(x) ∈ L2}. Soit g ∈
D(Mx) alors ∣∣∣∣∫ xfg

∣∣∣∣ ≤ ‖xg‖2‖f‖

donc f 7→
∫
xfg est continue et on a D(Mx) ⊂ D(Mx)∗. Si g ∈ D(Mx)∗ alors

il existe C tel que ∣∣∣∣∫ xfg
∣∣∣∣ ≤ C‖f‖.
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on applique cela à fR = xg1[−R,R] alors∫ R

−R
|xg|2 ≤ C2,

pour tout R. Donc g ∈ D(Mx) et on peut conclure que Mx est autoadjoint.

Solution de l’exercice 10.1.8 Soit x, x′ ∈ H et y = R(z)x et y′ = R(z∗)x′
alors (T − zId)y = x et (T − z∗)y′ = x′ d’ou

〈R(z)x, x′〉 = 〈y, (T ∗ − z∗)y′〉 = 〈(T ∗ − z∗)y, y′〉 = 〈x,R(z∗)x′〉,

ce qui prouve que R(z∗) = R(z)∗.

Solution de l’exercice 10.1.9 T est essentiellement auto-adjoint si et seule-
ment si Im(T + iId) = Im(T − iId) = H. Or Im(T + iId) = Im(T + iId) =
π2(Gr(T + iId)) = π2(Gr(T + iId)) = pi2(Gr(T + iId)) = Im(T + iId.
Pour cela il faut utiliser (??) qui nous assure que si T (xn) → y alors xn
converge. On la même égalité pour T − iId, d’où le résultat.

Solution de l’exercice 10.1.10 En suivant l’indication on remarque

(T −wId)(T − zId)((z −w)R(z)R(w) = (T −wId)(T − zId)(R(z)−R(w))

Puis en utilisant le fait que T − zId et T − wId sont injectives, on a

(T − wId)(T − zId)((z − w)R(z)R(w) = (T − wId)(T − zId)(R(z)−R(w))
⇒ (T − zId)((z − w)R(z)R(w) = (T − zId)(R(z)−R(w))
⇒ (z − w)R(z)R(w) = R(z)−R(w).

Solution de l’exercice 10.1.11 Soit g ∈ D(T )∗ alors il existe C tel que pour
tout f ∈ C∞c on ait

|〈d, T (f)〉| ≤ C‖f‖

ce qui implique que la dérivé au sens des distribution de g est dans L2 donc
g ∈ H1((0, 1)). On vérifie par une intégration par partie que T ⊂ T ∗. Par
contre le domaine de T est H1

0 ((0, 1)) donc l’opérateur n’est pas auto-adjoint.
Soit S une extension auto-adjointe de T différente de T ∗ alors le domaine de
S est un sous-espace stricte de H1((0, 1)) contrant H1

0 ((0, 1)), il est donc
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de codimension 1, quitte à échanger les roles de 0 et 1 on a D(S) = {f ∈
H1((0, 1)) | f(1) = αf(0))}. On doit alors avoir pour tout f, g ∈ D(S),

0 = 〈f, Sg〉 − 〈S(f), g〉 = i(|α|2 − 1)f(0)g(0),

D’ou |α| = 1. Les extension auto-adjointes différentes de T ∗ sont paramétrées
par S1. Si on regarde un fibré en droite complexe au dessus de (0, 1), ces
extensions correspondent au différentes façon de le récoler en un vibré en
droite au fessu de S1.

Solution de l’exercice 10.2.1 Soit λ 6∈ σ(T ) et t tel que |t−λ|
√

1‖R(λ)‖ alors

T − tId = (T − λId)− (t− λ)Id = (T − λId)(Id− (t− λ)R(λ))

est invisible et on a une expression analytique pour l’inverse à l’aide de la
série de Neumann, ce qui permet de conclure.

Solution de l’exercice 10.3.1 Soit λ ∈ supp(µTx ) alors pour tout n on a

〈x,1]λ− 1
n
,λ+ 1

n
[(T )(x)〉 =

∫
]λ− 1

n
,λ+ 1

n
[
dµTx 6= 0,

On pose yn =
1]λ− 1

n ,λ+ 1
n [(T )(x)

‖1]λ− 1
n ,λ+ 1

n [(T )(x)‖ et on a , en utilisant le fait que yn = 1]λ− 1
n
,λ+ 1

n
[(T )(yn),

‖(T − λId)(yn)‖2 =
∫

]λ− 1
n
,λ+ 1

n
[
(t− λ)2dµTyn ≤

1
n2 ,

donc λ ∈ σ(T ).

Solution de l’exercice 10.3.2 Soit x ∈ 1{λ}(H) alors x = 1{λ}(y) et T (x) =
g(T )(y) avec g(t) = t si t = λ, 0 sinon. D’où pour tout z ∈ D(T ), on a

〈T (x), z〉 =
∫
{λ}

tdµTx,z = λ
∫

I
R1{λ}dµTx,z = λ〈d1{λ}(x), z〉 = λ〉x, z〉.

Ce qui prouve bien que x est une valeur propre.

Réciproquement soit λ est une valeur propre et x un vecteur propre associé
à λ. Soit pn une suite polynôme qui converge simplement vers 1{λ} sur un
voisinage V de λ. Alors en utilisant le fait que 1V T = T1V = (1V t)(T ), on a

(1V pn)(T )(x) = pn(λ)x,
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Enfin en passant à la limite à l’aide du théorème de convergence dominé on
obtient

(1{λ})(T )(x) = x,

Ce qui prouve bien que x ∈ 1{λ}(H).

Solution de l’exercice 10.3.3 Comme suppµTx ⊂ σ(T ) pour tout x il suffit de
montrer que

T =
∫
σ(T )

λ dµT (λ),

or on a exactement pour tout x ∈ Dc

T (x) = lim
N→+∞

∫ N

−N
λ dµT (λ).

Solution de l’exercice 10.3.4 Comme dans le cas borné il suffit de se ramener
à un sous-espace cyclique. Ici on dira que H est cyclique s’il existe un vecteur
x ∈ D(T ) tel que {f(T )(x) | f borélienne bornée} est dense dans H. On pose,
pour x vecteur cyclique,

V : B(IR) → H
f 7→ f(T )(x) ,

où B(IR) est muni de la norme
(∫
|f | dµTx

) 1
2 . On vérifie sans peine que cette

application se prolonge en V : L2(IR, µTx )→ H unitaire. On a alors

TV (f) = VMt(f)

dés que xf ∈ L2 donc T est bien équivalent à la multiplication par t sur
L2(IR, µTx ). On conclut en décomposant H en somme de sous-espace cyclique
comme dans le théorème .

Solution de l’exercice 10.3.5 On a déjà vu que le spectre de tout opérateur
borné est compact. Supposons que le spectre est inclus dans [−R,R] alors
pour x ∈ D(T ) on a

〈x, T (X)〉 =
∫ R

−R
t dµTx ≤ RµTx (IR) = R‖x‖2

En passant au sup et en utilisant que l’opérateur est auto-adjoint on a ‖T‖ ≤
R, on peut alors le prolonger en un opérateur borné par densité du domaine.
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Solution de l’exercice 10.4.1 On a D(T ) = H2(IR) ∩ {f |V f ∈ L2}. Soit
g ∈ D(T ) alors |〈∆f + V f, g〉| = |〈f,∆g + V g〉| ≤ ‖f‖|∆g + V g‖2 donc
T ⊂ T ∗

Soit g ∈ D(T )∗ , on pose h = T ∗g on a alors, pour tout f ∈ C∞c (IR) on a

〈∆f + V f, g〉 = 〈f, h〉

d’ou
〈∆f, g〉 = 〈f, h− V g〉

Il existe C tel que V ≥ −C. On note T = ∆ + V + (C + 1)Id alors on a

〈T (f), f〉 ≥ ‖f‖2,

ce qui implique que T est injective et que de plus comme T est auto-adjoint,
alors T admet un inverse borné (reprendre la preuve effectuée pour R(z)).
Montrons que l’inverse est compact, soit fn une suite borné dans L2 alors un =
T−1(fn) est borné dans H1(IR). Pour voir cela il suffit de tester l’équation
contre un. L’injection de H1 dans L2 étant compact, on peut extraire une
sous suite qui converge. Le théorème spectral pour les opérateurs compacts
permet de conclure.
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